mht 


前 


先 从 一 个 小 概率 事件 谈 起 。2003 年 11 月 , 我 从 巴黎 乘 高 速 火 丰 去 伦敦 ,在 
我 们 车 是 里 . 共有 3 名 乘客 : 我 和 夫人 及 一 位 法 国 的 年 轻 人 。 我 偶然 发 现 那 位 年 
轻 人 好 像 是 在 读 一 本 数学 书 ， 喜 起 跟 他 聊 聊 , 设 准 他 也 是 位 数学 工作 者 。 我 问 他 
是 否 在 看 数学 书 . 犁 开封 面 一 看 , 原来 是 随机 过 程 方面 (随机 微分 方程 ) 的 一 本 国 
际 上 十 分 流行 的 研究 生 教科 书 . 我 十 分 高 兴 , 以 为 他 也 是 研究 概率 论 的 。 后 来 才 
知道 他 并 不 是 学 数学 的 , 而 只 是 在 银行 工作 。 吴 然 我 早已 知道 随机 过 程 理论 在 
金融 里 有 重要 应 用 , 但 遇 到 此 情 此 景 还 是 十 分 吃惊 。 由 这 个 小 概率 事件 的 发 生 
可 以 推断 随机 这 程 理 论 受 重视 的 普遍 程度 、 它 在 科学 各 工程 诸 几 领域 中 的 广泛 
应 用 更 是 众所周知 的 。 我 猜测 他 会 受 这 本 书 的 “欺负 ”,， 因为 他 可 能 缺乏 必要 的 
基础 , 就 问 他 为 什么 要 读 这 么 难 的 蔬 。 他 说 :“ 我 非常 想 知 遭 随机 积分 究竟 是 怎 
么 回 事 : 为 什么 会 对 金融 有 用 。” 问 完 这 个 问题 , 自己 却 有 点 后 悔 , 因为 我 也 推 
戎 不 出 一 本 话 合 于 他 的 通俗 读物 。 另 一 方面 , 我 又 三 到 十 分 本 愧 , 身 为 概 素 论 工 
作者 , 却 未 能 为 公众 提 殿 好 须 的 科普 读物 。 

本 书 虽 然 闵 不 是 一 本 科普 读物 , 但 我 依然 希望 能 以 尽 可 能 小 的 篇 幅 , 介绍 随 
机 过 程 理 论 的 基础 知识 。 为 此 , 就 需要 精 选 主题 。 我 们 集中 于 “马尔 可 夫 链 ”和 和 
“随机 分 析 ” 两 部 分 , 无 论 从 理论 还 是 应 用 角度 看 , 这 两 部 分 都 应 该 是 最 重要 的 。 
其 次 , 在 题材 的 处 理 十 , 希望 敌 到 单刀 二 入 、 避免 过 多 地 纠缠 于 技术 性 的 细节 。 
例如 在 第 一 部 分 里 , 我 们 紧 紧 抓 往 议 历 性 这 一 中 心 课题 , 从 有 限 状 态 空间 到 可 数 
状态 空间 , 从 离散 时 间 到 连续 时 间 , 逐步 展开 , 逐步 深入 。 在 论证 手法 上 , 采用 了 
一 些 比 较 现代 的 数学 工具 , 使 得 证 明 更 为 简洁 。 可 以 看 出 , 第 一 部 分 的 结构 布局 
和 各 证明 方法 与 现 有 的 教科 书 有 相当 大 的 不 同 。 此 外 , 在 本 书 中 , 我 们 也 希望 甬 及 
一 些 现代 的 研究 课题 。 例 如 , 入 们 常 说 , 概率 论 是 研究 随机 现 意 中 的 必然 规律 的 
一 门 学 科 ; 然而 . 现代 概率 论 在 非 随机 的 诸多 数学 分 支 中 也 发 挥 出 了 越 来 越 大 的 
威力 。 事 实 上 , 与 其 他 学 科 之 间 的 很 强 的 关联 , 乃 是 本 学 科 价 值 的 体现 和 发展 的 
源泉 之 一 。 关 于 这 一 点 , 书 中 也 有 所 涉及 。 

本 书 的 形成 经 历 了 漫长 的 岁月 。 便 如“ 强 杞 氏 性 ”一 前 来 自 于 1980 年 我 在 





-和 前 言 





全 国 高 等 师范 院 校 概率 论 学 习 班 上 授课 时 所 找到 的 处 理 方式 。 我 曾 先 后 于 1989 
年 和 1996 年 两 次 给 本 科 生 高 年 级 开 过 随机 过 程 的 选修 课 . 1998 年 为 全 国 数学 项 
期 学 校 开 过 马尔 可 夫 链 的 短 课 , 为 这 些 课程 写 过 一 些 讲稿 , 但 直到 1999 年 才 束 
理 出 本 书 的 初稿 。 此 后 毛 永 华 和 王 颖 埋 在 本 科 生 和 研究 生 课 中 试用 过 多 遍 。 特 
别 是 毛 水 华 已 连续 使 用 了 多 年 , 作 了 不 少 加 工 , 补充 了 第 一 章 第 五 节 、 第 二 章 第 
四 节 和 和 第 七 章 等 内 容 , 还 配备 了 本 书 的 全 部 习题 。 为 了 不 影响 爹 书 的 脉络 主线 ， 
许多 技术 性 的 证 明细 节 及 相关 内 容 尽 可 能 安排 在 习题 中 , 作为 正文 的 了 补充。 如 
同 登 山 一 样 . 你 可 以 走 副 山路 , 移 步 换 景 , 您 您 然 到 达 山 顶 . 也 可 以 选择 一 条 “ 接 
径 ” 直达 山顶 , 博览 群 山 . 然后 在 下 山 的 沿途 欣赏 你 想 看 的 风景 。 

此 外 , 礁 分 兄弟 院 核 选 用 此 讲义 作为 本 科 或 研究 生 的 教材 , 如 首都 师范 大 学 
数学 系 、 安 微 师 范 大 学 数学 与 计算 机 学 院 等 。 另 有 不 少 同事 索取 了 本 讲义 的 部 
分 章节 的 电子 版 作为 教学 和 科研 的 参考 ,提出 了 许多 宝贵 意见 ; 借 此 机 会 向 他 们 
表示 由 裹 的 感谢 。 同 时 也 期 盼 更 多 的 批评 意见 ， 以 形成 具有 自己 转 色 、 双 能 较 
好 地 服务 于 读者 的 入 门 书 。 
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第 一 章 ”离散 时 间 马 氏 链 


81.1 经 济 最 优化 的 数学 模型 与 马 氏 链 
我 们 从 一 个 经 济 模型 开始 , 因为 现在 这 个 时 代 , 人 们 最 关心 的 是 经 济 . 
投入 产 出 法 
要 了 解 经 济 情况 , 先 从 调查 入 手 . 首先 , 把 我 们 所 关心 的 主要 产品 和 劳务 列 


为 {x 79), 称 为 产 综 ， 这 里 ,我 们 闻 定 各 产品 的 单位 , 如 电 : kW, 钢 : 
+ 等 . 我 们 天 要 调查 三 件 事 . 首先 是 初始 产 综 (如 去 年 的 投入 ), 记 为 


2 二 
Co sr ee 0) 


TD 一 | 


其 次 是 一 年 后 的 产 出 情况, 


a = (00) 


最 后 是 反 缺 生产 效率 的 方 阵 41 = (ajy'), 它 表示 每 生产 一 个 单位 的 第 i 类 产品 
需 消 耗 a 个 单位 的 第 ; 类 产品 . 有 为 产 出 zf 个 单位 的 第 ; 类 产品 , 党 ， 
消耗 zi) 个 单位 的 第 ; 类 产品 .这样 ,今年 的 产 出 zh, 共 消耗 了 站 za 
个 单位 的 第 了 类 产品 ， 此 即 是 去 年 投入 的 第 j 类 产品 的 总 和 . 于 是 得 出 0 一 
ba at . 写成 向 量 形式 : 

Ty = TiAi. 


和 矩阵 41 反映 出 今年 的 生产 效率 , 故 称 之 为 效率 方 阵 , 也 称 为 结构 方 阵 或 消耗 系 
数 方 阵 . 现在, 我 们 考虑 无 消费 的 理想 情形 { 带 消 费 情形 才 有 实际 意义 , 但 两 者 
在 数学 .上 的 处 理 类 似 , 以 后 再 讨论 }, 即 把 产 综 x 全 部 投入 再 生产 而 经 一 个 后 产 
出 x2, 在 此 条 件 下 , 跟 上 面 一 样 , 我 们 有 zx， = zs42. 依 此 递 推 , 得 出 


0 一 了 由 Ai, 
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如 假定 4 = 4%-1 = … = 41 = 4 {在 短期 内 可 袖 为 生产 率 稳定 ), 则 上 式 成 为 
了 1 二 TnA”, 了 之 0. 如 | 可 道 ， 则 导出 


Tn 一 wo 有 "， 凡 世 0 {1.1) 


换 句 话说 , 知道 初始 产 综 和 效率 方 阵 , 我 们 恒 可 预报 第 n 年 的 产 出 x,. 这 就 是 鞭 
名 的 投入 产 出 法 . 可 能 许多 读者 都 有 所 耳闻 . 早 在 1968 年 . 联合 国 统计 司 便 将 它 
列 为 国民 经 济 核算 的 工具 . 我 国 从 1974 年 便 开 始 编制 国民 经 济 投入 产 出 表 . 


正 特 征 向 量 法 


问题 是 , 经 济 如 何 发 展 好 ? 当然 , 所 谓 “ 好 ”有 不 同 的 标准 . 在 我 国 , 曾 长 期 
存在 一 种 看 法 , 即 “ 快 * 就 是 “好 *. 此 刻 , 我 们 不 评论 此 标准 的 合理 性 而 暂 旦 就 
事 论 事 , 如 何 才 能 快 ? 由 (1.1) 式 可 见 , 效率 在 短期 内 不 变 , 妈 4 不 变 . 那么 , 问 
题 成 为 如 何 选 初始 投入 zo 才能 使 x,, 最 太 . 如 选 好 投入 , 即使 某 一 产品 .x 不 
够 , 我 们 还 可 以 进口 加 以 补充 ， 换言之, 我 们 希望 比值 zt je? 越 大 越 好 . 但 这 
句 话 有 问题 . 可 能 对 某 个 ;, 这 个 比值 很 大 , 但 对 另 一 个 j, 这 全 比值 却 很 小 ,我 
们 采用 最 优化 理论 中 的 极 小 极 大 化 原理 作为 标准 : 即 在 给 定 效 益 方 阵 4 的 前 提 
下 , 找 出 zo 使 之 达到 


| 


Hlax Imiil 2 
工 过 间 leisd oy Td 
Ti 二 TL 才 


这 是 个 最 稳妥 的 办 法 ， 在 日 常生 活 中 , 人 们 常 取 平均 的 办 法 : - ;二 zifry 对 


于 数据 相差 不 多 的 情形 , 取 平 均 是 一 个 好 办 法 . 然而 ， 着 数据 相关 良 大 取 平 均 就 
会 有 很 大 的 失真 . 鲍 如 讲 一 个 妹 队 的 运动 员 的 平均 年 龄 就 很 台 适 , 但 著 谈 一 个 托 
上 儿 所 的 阿 要 和 澡 儿 的 平 的 年龄 便 会 半 笑 话 . 因而 这 里 不 用 平均 而 来 用 前 一 标准 . 
这 样 做 还 有 一 种 内 在 的 原因 , 即 期 望 各 产品 按照 同一 比例 增长 而 避免 失调 , 读者 
不 难 从 随后 的 讨论 中 领情 出 这 一 点 . 

现在 我 们 要 问 : 依照 上 述 标准 , 最 好 的 增长 速度 是 和 多少? 为 回答 这 个 问题 ， 
先 交 得 两 个 概念 . 称 一 个 条 阵 或 向 量 非 负 {或 正 ), 如 果 它 的 一 切 元 素 非 负 (或 正 )， 
前 面 的 效益 方 阵 4 即 基 非 负 的 . 称 非 负 算 阵 4 = {a1;) 不 可 的, 如 对 于 任何 的 ; 
和 也 存在 得 ,iin 使 得 


ii Qi za Qin i, | > 0. 


定理 1.1 {华罗庚 基本 定理 ([33]))、 设 4 可 雍 、 非 负 不 可 约 , 以 表示 其 最 大 
特征 根 p = p(A) 所 对 频 的 左 特征 向 量 (必定 可 取 为 正 的 ). 
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ba | 


{1) 她 累 取 wo = ( 不 计 正 常数 因子 ), 则 zj = zoom n 之 1， 此 时 有 最 快 增 
长 速度 pl. 

(2) 闭 再 设 A-! 不 是 非 负 的 , 而 且 0 < zo 关 ww 则 必定 存在 no 和 加 使 得 
xz 名 ) 长 0. 此 时 称 经 济 走向 前 溃 . 


“ 央 溃 "是 指 发 展 到 某 个 年份 , rn 必 售 零 或 负 分 量 , 即 贿 省 时 间 
T := inf{n 关 1, 存在 ?使 zt < 0} 


有 限 , 此 定理 给 出 了 最 优 的 生产 方案 , 即 最 好 的 ( 按 比例 ) 投入 方案 . 如 果 了 总 是 
很 大 , 事 么 我 们 就 不 必 在 意 . 这 是 因为 , 比如 说 , 我 们 只 订 五 年 计划 , 情况 究竟 如 
何 , 还 是 让 我 们 先 看 看 华罗庚 先生 的 下 述 例子 . 


例 考虑 工 、 农 业 两 种 产品 . 取 4 = 二 民 3) 则 
40 12 


了 二 Er + 13), 20j ~ (44.34397483, 20). 


下 表 给 出 当 zu 取 为 的 前 几 位 有 效 数字 时 , 对 应 的 贿 澳 时间 工 的 值 . 


0 


(44.344, 20) 
(44.34397483, 20) 











由 此 是 以 看 出 经 济 的 敏感 性 ,上述 结论 (2) 甚 妙 , 它 表 明 : 恢 据 所 具备 的 客观 条 
件 , 经 济 有 它 自 身 的 合理 的 发 展 速度 . 太 快 了 不 好 , 太 慢 了 也 不 行 . 其 实 点 破 了 
也 就 很 容易 明白 . 我 们 可 以 在 一 夜 之 间 办 起 无 数 的 工厂 , 但 没有 足够 的 电力 和 变 
通 , 这 些 三 子 能 运转 起 来 吗 ? 我 们 可 创办 很 多 很 多 的 大 学 , 但 没有 教师 , 没有 是 
够 财力 的 支持 , 资料 室 是 空 的 , 实验 仪器 一 样 也 没有 , 能 算得 上 大 学 吗 ? 


华罗庚 基本 定理 的 证 明 


当然 , 华罗庚 先生 的 主要 贡献 是 定理 的 第 二 部 分 . 如 何 看 出 这 一 结论 , 这 需 
要 相当 的 功夫 , 符 阵 论 方面 的 功夫 . 那么 , 这 跟 马 尔 可 夫 链 {简称 为 马 氏 链 } 有 何 
关系 ? 
对 于 马 氏 链 , 基本 的 量 是 转移 概率 矩阵 (也 称 为 随机 矩阵) P= (pi;) 这 种 
第 阵 可 由 两 个 条 件 来 刻画 : 一 切 元 素 非 负 (p;; > 0) 而 每 一 行 和 为 1 { 2 pii = 1). 
了 


我 们 有 如 下 基本 的 极限 性 质 . 


. 第 一 章 离散 时 间 马 代 链 





定理 1.2， 车 PP 为 (有限) 正方 阵 , 则 对 于 一 切 i 存在 极限 


。 tm 全 _ A 
im Pi =:T 0 面具 2 -二 . 1 .2 
ji 


此 让 Pr = (pi 表示 已 的 m 次 震 ， 


现在 , 我 们 暂且 从 这 里 出 发 , 就 正方 阵 这 一 基本 情形 证 骨 华 罗 庚 基本 定理 . 
华 罗 记 基本 定理 的 证 明 (正方 阵 情形 ) 
a) 首先 , 对 于 不 可 约 非 负 方 阵 , 有 著名 的 


Perron-Frobenius 定理 不 可 约 、 非 负 方 阵 的 最 大 特征 根 p 为 正 , 而 且 它 所 对 
应 的 左 、 右 特征 向 看 4 { 行 向 量 ) 和 ww { 列 向 是 ) 也 都 是 正 的 . 

无 妨 设 w = 1 ( 归 一 化 |， 此 定理 容易 从 算 阵 论 的 书籍 中 找到 . 因而 不 再 给 
出 证 明 . 

bh) 其 次 , 由 Pr+1 = PnP 易 见 , 定理 1.2 中 的 满足 方程 x = xP， 进 而 
7 二 TP"*. 由 此 及 定理 1.2 易 证 , 满足 方程 r = rP 的 分 布 f 崔 一 . 现在 , 对 于 给 
定 的 不 可 约 正方 阵 4 = (sh), 命 pij = i , 则 (piy) 为 正 随机 和 矩阵. 由 


> iD = » iD = Hn; 
; A) 全 


及 w=1 i 1.2, 得 知 这 个 随机 算 阵 有 极限 分 布 x = tic;. 由 数学 归纳 


3 











a 
， Ee = Ti 2 
dD, SAT = Y/Y = uy 
写成 矩阵 形式 


二 人  ， 
im ( 击 ，) = UN. 1.3) 
cj 设 A4> 0， 则 必定 有 4- 1 艺 0. 无妨 设 Pd4i=1 且 ?no>0U 必 on=1 则 
由 d= A 一 一 4n0 另 一 方面 , 由 一 x6A-* 知 





了 pad = 0A = gov = 1, 


于 是 若 rn > 0 对 -一切 nn 成 立 , 则 {zx :na > 1} 为 有 界 集 , 居 而 其 钱包 必 有 极限 
点 . 可 摘 子 列 {nx} 司 得 


zn 一， 某 开 20 且 zi =1. (和 





81.1 ”经 济 最 优化 的 数学 模型 与 马 氏 链 .7， 





最 后 , 由 于 
mo = lin wad A = lim rn, A™ 
Ek oo 二 oc 
一 Fy (由 {1,3) 和 (1.4)) 
二 HU, {四 (1.4)) 
故 为 保证 zs > 0 对 一 切 n 成 立 , ro 必须 取 为 u. 口 
留意 在 此 证 明 中 , 只 需 用 到 (1.2) 便 已 足够 . 而 条 件 “4 > 0” 来 自 定 理 1.2 


中 的 假定 “P > 六 .我 们 将 在 下 节 放 松 这 一 条 件 . 现在 , 我 们 回 过 头 来 证 明定 理 
1.2. 


定理 1.2 的 证 细 固定 7, 合 


mn = min pe, Ma = max pl 
以 下 的 证 明 分 三 步 . 

1) Mi l, 2 mt, 3 NM, ma 0 

先 证 1). 记 卫 = min py- 取 i0 = ifn) 使 m=. 则 


_ 人 _ 人 (n) 
Mn+1 = max > Dikpky = max 有 二 | 
to 


& max | pinMn 1 Prem = max [(1 — paso } Mn + pi man] 
2 pr t 
< Mi — (My — mn )d, 
类 羽 地 可 证 分 : 


mntl 全 Mn 一 (in — Mn )6. 
故 四 上 述 两 条 得 出 3): 
0 & Mi mn SM -mill-262 一 0 口 
事实 上 , 最 后 一 步 还 给 出 了 pt 收 敏 于 mm 的 一 个 收 化 速度 估计 . 


随机 模型 


在 实际 中 , 效率 方 阵 4 并 非 决定 性 的 , 总 存在 各 种 偶然 性 因素 . 例如 农业 
生产 依赖 于 气候 ， 即 使 忘掉 客观 因素 , 对 于 大 抢 阵 4, 特征 值 p 也 不 可 能 精确 
算出 , 误差 总 是 存在 的 ， 试 问 这 些 因素 的 影响 如 何 ? 首先 的 猜测 可 能 是 无 所 谓 . 
还 是 回 到 上 述 负 子 , 在 每 一 年 , 以 随机 矩阵 4。= (at?) 代替 上 述 的 4 = (esh， 
其 中 a 以 概率 2/3 与 决定 性 情形 相同 , 即 仍然 取 值 dz. 但 ai?? 以 176 的 
概率 分 别 取 值 (1 土 0.01)aij, 即 以 1/3 的 小 概率 作 1 名 的 小 摄 动 . 进一步 假定 诸 


: 


8- 第 一 章 南 艇 时 间 马 氏 链 
dd 人 [ij =1.2,n > 1 相互 独立 . 我 们 还 是 从 zo = (44.344. 20} 出 发 其 第 ， 年 
崩溃 的 概率 如 下 表 . 


nn| 1 213 
这 表明 在 三 年 内 需 泪 的 概率 这 0.74, 与 前 面 的 决定 性 情形 的 个 -8 相 比 , 相距 其 
远 . 于 是 , 这 个 计划 至 名 只 能 执行 两 年 , 就 必须 进行 调整 .以 下 讨论 也 表明 , 在 经 
济 学 的 研究 中 , 如 不 考虑 随机 因素 , 就 会 造成 很 大 的 失真 ， 这 从 -一 定 角度 上 也 解 
释 了 为 什么 人 们 普遍 觉得 投入 产 出 法 不 好 用 . 随机 因素 被 排除 , 当然 失 焉 也 就 太 
大 了 . 初学 概率 论 的 人 , 常 以 为 概率 论 只 是 在 人 们 说 不 清楚 的 问题 上 给 出 模糊 的 
管 案 . 其 实 . 随机 数学 的 运用 , 会 使 问题 的 解答 比 次 定性 的 处 理 更 精密 而 木 是 刘 
粗粮 . 
事实 上 , 在 随机 情形 , 我 们 有 


定理 1.3 { 戎 溃 定 理 ([6]))， 在 适当 的 条 件 下 , 对 于 任何 的 ro > 0. 凯 汪 时间 以 
概率 1 有 限 , 即 Px*[T = ool =0 


这 里 , 我 们 不 准备 详细 解释 定理 中 的 “适当 的 条 件 *, 只 是 指出 , 此 定理 的 证 
明 远 非 平 凡 . 需要 用 到 随机 矩阵 乘积 的 极限 理论 这 一 当 令 概率 论 十 分 活路 的 发 
展 方向 . 与 独立 随机 变量 和 的 极限 理论 相 比 , 此 论题 是 如 此 年 轻 , 令 人 难以 置信 . 
欲 知 详情 , 请 参考 [28| 及 文中 所 列 文献 . 更 新 些 , 作为 随机 和 矩阵 理论 和 和 算 子 代数 
的 交叉 渗透 , 十 多 年 来 形成 了 自由 概率 (free probability】 的 新 的 学 科 分 支 . 更 多 
的 信息 可 参见 f11, 第 10 章 ], 


注 1.4. 华罗庚 先生 最 初 研 究 比 问题 时 主要 是 畦 对 当时 的 计划 经 济 而 言 的 . 但 他 
同时 也 指出 此 模型 对 市 场 经 济 也 是 适用 的 , 只 不 过 产量 指标 rn 需 换 成 价值 指标 . 
详 言 之 , 以 p; 表示 第 ;类 产品 的 市 场 价格 , 并 命 V 为 以 wi/p, 为 元 素 的 对 角 秆 
阵 { 回 包 fw;) 是 p{A) 的 右 特 征 同 量 }. 则 录 霸 作 如 下 变换 由 可 

A— VlAV, 

piA} —* pV AY) = p( A), 

到 一 一 王权 
可 见 数 学 机 型 保持 不 变 , 但 需 注意 在 市 场 经 济 中 , 随机 性 还 要 大 些 . 
注 1.5. 本 节 遍 讨论 的 无 消费 模型 当然 是 理想 化 的 , 更 切合 实际 的 是 带 消 费 模 型 . 
假定 把 每 种 产品 zt 的 增产 部 分 拿 出 fn E (0,1) 的 比例 用 于 消费 , 那么 , 一 年 
后 能 用 于 再 生产 的 产 综 (决定 性 情形 ) 为 


=r0+(r1— zol — 8) = ylA (I -0)}+el. (1.5) 
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此 处 w= zg. 合 是 以 TB 为 元 素 的 对 角 人 矩阵 . 简 记 B= 4-1(7 -98}+ 昌 .仿照 
本 季 开 头 所 证 . 得 出 第 ， 年 可 用 于 再 生产 的 产 综 为 


yn = jo. nD. 


可 网 . 从 数学 上 讲 , 我 们 只 是 用 B 信奉 2A-! 而 已. 然而 , 带 消费 的 经 济 模 型 更 容 
易 稳定 , 这 与 实际 相符 ( 科 2i). 

注 1.6. 对 寺 带 消费 的 经 济 模型 , 应 当 有 相应 的 出 沉 定 理 , 但 目前 我 们 仅 有 部 分 解 
答 ([121}. 另 -- 方 面 , 研究 出 省 定理 并 非 最 终日 的 , 人 们 期 望 有 某 种 最 优 的 控制 理 
论 . 但 此 方向 的 研究 目前 尚 属 空 白 . 应 当 说 . 日 前 经 济 数 学 的 研究 与 实 贱 依然 有 
相当 大 的 距离 . 经 济 毕竟 是 一 个 极其 应 大 、 极 其 复杂 的 系统 . 也 是 一 个 有 待 开 旦 
的 大 领域 


注 1.7 正 特征 向 量 法 已 成 为 互联 网 搜索 引擎 的 主要 数学 工具 . 在 网 上 搜索 时 , 我 
们 输入 若干 关键 词 , 搜索 引擎 先 搜索 与 这 些 关键 词 相关 的 网 页 ,然后 将 网 页 排序 
输出 . 排序 的 规则 是 网 页 的 级 别 由 高 至 低 . 那么 ,这 个 级 别 如 何 定 ? 依据 是 网 页 之 
间 的 链接 情况 {可 适当 加 权 ). 基于 不 同 的 想法 , 可 以 选用 不 同 (主要 有 三 种 ) 的 
网 员 之 间 的 链接 矩阵 《相当 于 经 济 模型 中 的 结构 托 阵 )， 然后 网 页 的 级 别 就 取 为 
这 个 矩阵 的 下 特征 向 量 ， 显 然 , 这 方面 的 研究 有 着 很 大 的 应 用 价值 和 商业 价值 . 
只 要 在 
Www,EDOOEle. com 


上 输入 关键 词 “search engine, pagerank”, 恒 可 找到 诸多 文献 . 参见 (41, 421. 


注 1.8. 我 们 以 经 济 模型 为 例 , 说 明 马 氏 链 的 应 用 . 这 自然 是 挂 一 汗 万 . 在 此 模型 
中 , 因为 客观 上 存在 着 随机 性 , 我 们 被 迫 要 使 用 随机 数学 . 这 是 被 动 的 . 但 新 近 出 
现 了 反面 , 即 在 客观 上 并 不 存在 随机 性 的 领域 , 人们 主动 地 使 用 随机 数学 . 典型 
的 例子 是 随机 算法 , 而 其 中 的 重要 武器 之 一 就 是 马 氏 链 , 例如 参见 [55]. 


81.2 离 获 时 间 马 氏 链 ” 常 返 性 与 志 历 性 


上 和 节 已 看 到 转移 概率 矩阵 的 极限 性 质 “lim a pe = 的 重要 作用 , 并 已 就 
“p > 0” 的 特殊 情形 证 之 . 本 节 的 目的 是 处 理 更 为 一 般 的 情形 . 我 们 指出 : 虽然 
此 性 质 是 纯 分 析 的 , 但 ~- 般 情形 的 证 明 却 需要 概率 方法 , 在 本 节 中 , 我 们 将 看 到 
构 率 直觉 的 重要 性 . 


马 氏 性 
设 上 = {i,j.k,…} 为 有 限 集 或 可 列 集 . 


. 10 ， 第 一 章 离散 时 间 马 氏 链 


定义 1.9， 称 (Xjnz0 为 定义 在 概率 空间 {0, 儿 ,P) 上 、 取 值 于 空间 此 中 的 马 
氏 链 , 如 下 述 马 氏 性 成 立 : 对 一 切 i0,11,… ,i 有 


正 | 一 in| Xo = 0 :nl 一 in 1] 一 PlX, 和 ia 是 | 一 1 1 


倘若 左边 的 条 件 概 率 有 定义 . 此 时 称 pm 一 1 同方 :一 了 2 = 中 Xn1 二 汪 为 在 
时 刻 一 1 处 于 i、 在 时 刻 n 转 务 到 ;的 转移 概率 兽 数 ; 车 它 与 2 无关. 则 记 作 
pij; 并 称 之 为 齐 次 的 或 时 齐 的 . 


马 氏 性 有 如 下 等 价 形式 (读者 无 妨 自 证 之 ): 国定 “ 观 在 ”大 。= 站 则 对 于 
任意 的 “过 去 ”4 Ea(X,:n < 各] [由 {X mn < ml 所 生成 的 = 代数 ) 和 将 来 
区 都 有 


PIABIXm =4| = PIAIXm =i]PIBIX, = 计 


即 “过 去 ” 和 “将 来 " 关于 “现在” 条 件 独 立 . 若 把 条 件 fXw = 计 去 掉 . 便 成 为 独 
立 而 不 只 是 条 件 独立 , 这 样 ，* 马 氏 性 *” 乃 最 接近 于 “独立 性 * 的 ~- 种 “相关 性 *. 
自 此 以 后 , 我 们 只 限于 齐 次 马 氏 链 、 由 定义 1.9 得 出 转移 概率 矩阵 : 


P=(py), py20. ) py=1. 
jEE 
它 表 和 示 齐 次 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 . 进而 , 由 归纳 法 和 马 氏 性 易 证 . P 的 i, 次 咎 
P" = {pi ) 力 是 此 链 的 n 步 转移 概率 : pt = PIX = 下 Xo = 引 特别 地 . Po = 
即 p90! = 6;y, 称 可 达 j ,如果 存在 谎 ,… ,i 使 得 pssspiis pi ,pi > 
或 等 价 地 , 存在 使 得 ph” > 0. 如 果 任 意 的 i 可 达 任意 的 j, 则 概率 矩阵 (或 马 
氏 链 } 称 为 不 可 约 . 
有 了 了 短 阵 P 的 概率 解释 之 后 , 我 们 恒 柯 引进 各 种 随机 变量 或 慨 率 量 , 


常 返 性 与 正常 返 性 

定义 如 下 两 个 量 . 

首次 回访 有 时间 ; z+ = inf{n > 1 :Xi = 让. 7 &€ EE. 当 此 集合 为 空 集 时 , 则 定 
六 7 = 十 20. ry = oc] 的 含 闵 指 永 不 回 章 j. 这 里 使 用 上 标 “4+” 是 为 区 别 于 
另 一 随机 时 间 5 = inf{n > 0 :X= 四， 它 称 为 首 达 时 ， 自 此 以 后 , 我 们 常 反 
BE[-|Xo = 让 和 了 [|Xo = 让 分别 简 写成 和 屯 . 定义 


fn 二 Pi[ri = = PX = i NAL sm) 


它 表示 自 i 出 发 , 恰巧 在 第 步 首次 回访 7 的 概率 . 命 fi = 入 fi". 它 表 示 自 


n=} 


i 出 发 、 经 有 限 多 步 终于 回 到 j 的 概率 . 留意 Pir = ool = 1 用 





81.2 ” 商 散 时 间 马 氏 链 ” 常 返 性 与 遍历 性 1 





再 定义 平均 回访 时 间 EB;7j: 


SR ptn) | 

ms 二 了 ;Fr+ 一 之 ?ji ， 若 育 = 上 
17 了 

Sc, 若 廊 ; <]. 


定义 t.10， 称 了 常 返 , 如 广 ; = 1; 否则 称 为 非常 返 或 暂 留 ， 称 ; 正常 返 ， 如 
ET < co; 如 7 常 返 但 非 正常 返 , 则 称 它 为 要 常 返 . 最 后 , 称 链 常 返 ( 零 常 返 、 
正常 运 )，、 如 它 的 一 切 状 态 如 此 . 


从 应 用 的 角度 来 看 , 三 种 常 返 性 中 , 正常 返 是 最 重要 的 . 好 比 每 一 位 母亲 都 
盼望 她 的 游子 能 够 (在 有 限时 间 内 ) 常常 回来 探望 , 然而 , 从 数学 上 讲 , jw) 更 为 
基本 , 因为 f 和 Ez+ 都 可 经 由 它 表 出 . 


租 略 地 讲 , 为 得 到 非 平凡 极限 lim 中 ”> 0, 充 要 条 件 是 P ( 非 周期 ) 正常 
返 . 而 在 非常 返 或 零 常 返 情形 ， lim pl” = 0 这 便 是 本 节 开头 所 提问 是 的 概率 
解答 , 也 是 本 节 的 主要 目标 . 为 此 , 还 需 一 段 路 程 才能 完成 

下 面 是 关于 常 返 性 的 一 条 判别 准则 
定理 1.11， 状态 了 常 返 当 且 仅 当 > PN = oo. 在 i 非常 返 时 Pp =0- 
fi) " 


我 们 先 给 出 此 定理 的 证 明 以 资 熟 悉 上 述 基 本 概念 ,证 明 的 关键 在 于 如 下 分 
解 . 


引 理 1.12.。 对 于 一 切 i, 了 和 n1, 我 们 有 


p= = Ds ™. (1.6) 


m=1 


证 明 此 证 明 用 的 是 首次 进入 法 , 即 依照 首次 进入 状态 ; 的 时 刻 进行 分 解 ( 即 下 
面 的 第 二 个 等 式 }. 


= 2 Pil = mm] P;[X, = jl =mi 


= Dry 二 了 和 一下 = i X, #71 Sv < m, Xn = 


‘12. 第 一 章 离散 时 间 马 氏 链 





一 > A ) pIX, 二 J Xn 三 省 (由 马 氏 性 ) 


ntl 


-> p37" nz2l 日 
定理 1.11 的 证 明 图 意 


> = 人 5 多 一 可 ] 由 (1.6)) 


n=1 m=\ 


一 4 


N 
{mm} pf m) (rm) {n) 
2 fi = 2, fi 了 


他 一 HL m=1 n=0D 


取 了 =1i 并 令 六 一 co 得 出 
2 二 让 2 = fi ( 十 > : 


这 使 得 出 定理 的 后 一 项 斯 言及 前 一 项 断言 的 必要 性 : > pr <0 hdl. 





然而 , 该 断言 的 充分 性 ( 即 二 pr = 00=3 f=1) 二 不 能 寺 楼 由 此 趟 得 到 因 
为 这 里 出 现 了 oo/o 问题 . 筋 此 ， 引进 母 函 数 : 
-Sp ls)= > s € (0.1). 
1 二 人 0 

(注意 1 < pt" < 1 此 二 函数 项 级 数 在 se (0,1) 上 是 收 合 的 .) 则 依照 (1 
的 证 明 方法 , 由 {1.6) 可 得 出 

Pj(s) 一 Gi 一 Ps(8} Fits). {4.N) 
这 样 六 ifs) = 1 -Ps(s)-!1. 由 此 及 fi; = li Fii(s), ), Pp = = lim Rils) 立 得 所 
需 断 言 ， 口 

上 述 (1.8) 式 还 揭示 了 极限 Jim pi 与 概率 量 Ert+] 之 闻 的 内 在 关系 : 


im pt = ip(1 ~ s)Pals) (Abel 定理 , 易 证 } 


一 号 





“ 因 于 囊 《外 {1.8)) 
= lp rts ( 若 设 i 常 返 ， 


= 1/Eir. 
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此 关系 在 直观 上 并 非 显然 , 但 却 是 本 节 概率 分 析 的 导 源 . 
关于 常 返 性 , 有 如 下 简单 性 质 . 


推论 1.13。 对 于 不 可 约 链 , 一 切 状态 同时 常 返 或 非常 返 ， 


证 明 取 n,m 使 记 ”>0, pf > 0 那么 ,由 pt +) > pp pl? 及 定理 
1.11 立 知 , 着 党 返 则 7 必定 常 返 口 


推论 1.14， 设 了 党 返 . 若 了 可 达 上 大 则 fj = 1， 


证 明 定义 
el = PlX, = hk, Xm #0<men (1.9) 


各 表示 自 了 首发、 中途 不 经 过 ; 而 在 第 n 步 到 达 & 的 概率 . 因为 ; 可 达 上 必 存 
至 n 使 得 el >0. 若 庆 ;<1, 则 从 出 发 , 永 不 回 到 ; 的 概率 PP; [ri = oo] > 
5 (1 -所 )) > 0, 这 与 ; 的 常 返 性 相仿 DD . 

下 面 是 我 们 的 第 一 条 极 和 限 定理 . 


定理 1.15。 设 7 非常 返 , 则 对 于 一 切 i€ EE, 我 们 有 lim pt =0. 


证 明 当 ;i = 了 射 , 此 结论 来 自 定 理 1.11, 当 1 尖 了 时 , 使 用 (1.6) 及 控制 收 敏 定 
理 . 这 是 因为 


in) (mtn- (n—m) 
pA = Dp = -> fp "lmen 


tn=1 t=1 


3 1 一 有 所 1， 且 当 m -oo 时 1> py "msn 20 OD 


m1 


周期 性 


前 面 已 定义 了 不 可 约 的 概念 . 留心 对 于 一 般 的 5, 可 能 含有 若干 个 不 可 约 子 
集 ， 然 而, 我 们 总 可 以 把 此 链 限于 每 一 个 不 可 约 子 集 (依然 是 马 氏 链 ) 而 逐个 处 
更 {详细 讨论 留 到 下 节 }. 因而 在 这 里 我 们 着 重 处 理 一 个 不 可 约 类 . 

我 们 的 月 标 是 研究 极限 lim pt， 但 目前 可 能 出 现 复杂 情况 .例如 考虑 非 
负 整 数 集 上 的 马 氏 链 : zi > 0, Pii-2 > 0 而 其 他 的 p;; = 0 (向 前 一 步 , 退 后 两 
步 ). 那么 , 从 ; 出发， 至 少 要 走 三 步 才能 同 到 1. 即 存在 子 列 (ne) 使 得 pi) =0 
为 排除 这 一 情况 , 我 们 引入 如 下 概念 ， 


定义 1.16， 假 设 集合 fo :pt > 0} 非 空 . 命 直 为 全 :pn > 0 的 最 大 公约 数 ， 
并 称 之 为 状态 i 的 周期 . 当 di = 1 时 , 称 状态 i 非 周期 . 更 进一步 , 称 链 非 周期 
如 它 的 一 切 状 态 非 周 期 . 非 膨 期 的 正常 次 链 称 为 确 历 . 
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以 后 我 们 将 证 明 非 周期 性 的 如 下 刻画 (命题 1.28): 状态 i 非 出 期 , 当 且 仅 当 
存在 W 使 当 n > N 时 , pl > 0. 

在 矩阵 论 里 (有 限 情形 ), “不 可 约 * 称 为 “不 可 分 析 ” (或 “ 强 连通 "); 而 把 “ 非 
周期 * 称 为 “ 强 不 可 分 拆 ". 相应 的 矩阵 也 称 为 “ 原 方 阵 "”， 
极限 定理 

车 已 知 存在 极限 im pi 二 wy; 则 由 Pn+l = P"*P 及 Fatou 引 理 得 


TT > A Ti (1.10) 


从 而 和 >) "2 Fm 可 见 {4.10) 式 中 的 等 号 成 立 . 故 得 出 方 
程 几 = 工 nipo 或 zp 进 一 步 


T= Th", 人 六 实 几 {1.11) 


此 式 表 明 , 若 初 分 布 PiXo = 让 = mi 则 此 链 在 任何 时 刻 n 的 分 布 都 一 样 : P[X,, = 
让 = xri， 对 于 不 可 约 链 , 如 有 某 个 于 > 0, 则 一 切 x; > 0. 事实 上 , 因 存 在 x 使 
pi > 小 从 而 由 (1.11) 知 ty > mipiy > 0 故 无 妨 设 (其实 随 后 的 定理 1.17 将 
证 明 ) 污 x = 1. 基于 以 上 原因 , 我 们 把 (mi) 命名 为 链 (Xn) 或 P 的 平稳 分 布 . 
了 

与 平稳 分 布 紧密 相连 的 概念 是 不 变 测度 .1 = (ua : i Ee EE) 称 为 PP 的 不 变 测度 , 如 
果 0< 太 <oo 且 下 = 有 PP 

下 面 是 离散 时 间 马 氏 链 的 中 心 结果 . 其 证 明 包 含 了 诸多 的 概率 思想 和 技巧 
定理 1.17. 设 PP 不 可 约 . 则 下 还 断言 等 价 : 


(1) 已 正常 返 ， 
(2) 也 有 有 平稳 分 布 7. 进而 , 平稳 分 布 唯一 : 对 于 一 切记 Tri 一 放下 此 处 ?nu = 
Err, 
车 只 还 是 非 周期 的 , 则 (1) 和 (2) 又 都 分 别 等 价 于 
(3) lim, 由 =7;>0. 
这 个 定理 告诉 我 们 在 ( 非 周 期 ) 正常 返 情 形 , pi 的 极限 为 正 (也 是 之 所 以 
称 为 正常 返 和 遍历 的 原因 ). 另 一 方面 , 定理 1.15 已 表明 在 非常 返 情形 , 此 极限 
为 零 . 余下 的 只 是 零 常 返 情 形 . 
定理 1.18， 设 忆 不 可 约 且 零 常 返 , 唱 对 于 一 切 忆 了 EE, lim, ps 一 0 


定理 1.17 的 证 明 i) 先 证 (1) 二 人 (23). 
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-7 ef， ,这 里 ef ”由 (1.9) 定义 . 


:| 


由 往 证 : 如 了 常 返 , 则 6; = my (= 本 [7 站 ) 
这 只 希 使 用 
》 ch! = 2 il —i nzh0<m<e 


上 


-PiXn AFAF40<m n= Pi > 


=1— fi;+ yp (留意 Pr = ccl = 1 一方) 


Ti 二 


= 3 
南 对 ， 求 和 即 可 . 
b) 再 证 : 者 ji 常 返 , 固定 外 则 (55 := EPE 五 ) 为 不 变 测度 . 
由 定 关 知 ， 


{1 十 二 
ei = py et = el Pri N21. 
ki 
豆 ty;) 满足 方 程 
Hi 一 >》 HRD + Pji = 2 pp (1.12) 
LE | 


最 后 ~- 步 用 到 常 返 性 : jj = ejj =1. 进而 有 = jyP*,n 之 0. 由 不 可 约 性 扼 , 可 
取舍 pr > 0. 于 是 


l= p= ) pnp > ppp. 
长 

这 表明 j; < lp < 了， 

cj 试 证 : 对 于 不 可 约 常 返 链 , 若 不 计 常 数 因子 , 由 不 变 测度 唯一 ， 

概 设 vw 一 vP. 无 妨 设 (4) 非 零 ( 即 不 全 为 零 ), 则 由 v= vvPn 及 不 可 约 性 
知 , … 切 bv > 0. 今 采 用 一 种 对 侦 技 术 , 即 命 六 ;= wjpystrv, 则 易 证 B = (十 )) 是 
转移 概率 矩阵 ( 称 为 忆 的 对 偶 ), 而 且 也 是 不 可 约 的 .此 外 , Bt? = wp fv 
因而 > Pi” = DE = oo. 旭 户 也 常 返 . 另 一 方面 , 依照 “在 时 刻 之 前 最 后 


n= 由 
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一 次 访 间 1 的 时 刻 " 进行 分 解 . 得 出 
mi- 


pi = 2, PiX, = jm = 4X QA 让 中 


+ 一 避 


= 》 PIX = PX = Xb < < HXm = {1.1 
m=0 
n=1 


_ ap ‘ni- mn 
Dis 


m=(i 


由 (1.13) 并 使 用 母 函 数 方法 得 出 : Pjts) 一 6 二 Pi(s)Ei(s) {Eis) := > we) 
从 而 由 刁 ) 知 lim Py(s)/ Bts) = li Els ] = ep < %， 男 一 方面 ， 由 1 1 8) 皮 推 
论 1.14 知 ， lim Pits JPiifs) =: 天; 1. 把 它 应 用 于 得 出 1 in Bla Pi ts}. LL 
综合 这 两 件 事 实 并 使 用 五 的 定义 得 到 


1 = li Pls)/ Pij(s) = pa Piils}/ Pls) = ej 


故 vijeyi = vv; 而 与 i 无 天. 

d) 最 后 证 明 ; 正常 返 < 全 存在 半 稳 分 布 . 

设 链 正常 返 ， 则 由 8) 和 b) 知 , (ri = einij :ie 吾 ) 是 一 平稳 分 布 . 特别 
地 . Ty = py = my ,月 则 , 由 知 ， 后 式 子 实际 上 对 一切 7 成 立 . 
定理 的 第 (2) 部 分 的 末 项 断言 友之, 设 P 有 平稳 分 布 f. 那么 , 由 地 = wbP". 定 
理 1.15 及 控制 收 全 定理 知 , 此 链 不 可 能 非常 返 . 然后 由 bj) 和 中 知 , PP 有 只 
变 测 度 . 再 由 a} 和 b) 知 , mj; < x 再 用 一 次 中 知 后 一 式 子 对 一 切 ) 成 立 . 

ij 次 证 (3) < (3 本 定理 之 前 已 证 (3) 二 > 存在 平稳 分 布 . 因而 上 只 融 再 
证 (2) 一 * (3). 由 此 推出 : 13) 中 所 给 的 极限 r = (zj) 必定 是 一 概率 分 布 . 下 实 
上 , 车 (3) 成 立 , 则 存在 平稳 分 布 f = {x 人 ). 但 下 面 所 证 “(2 = (3)” 告诉 我 们 
lm pi = = zw 由 此 及 所 设 (3) 知 ,T =". 

中 取 相互 独立 的 两 个 马 氏 链 (X,),zo 和 (fj)s>yu, 它们 具有 相间 的 转移 概 

率 已 但 初始 分 布 不 同 . 固定 i. 








PXo 二 本 二 1, PlY = #| = %), jk. 


则 由 独立 性 知 , Z,, := (X,. 7) 具有 转移 概率 Pi ia = PogByt， 分 别 选 nx 
和 ne 使 pg > 0 ph” > U0， 由 于 非 周 期 性 , 可 选 un = wolj 使 
当 > no 时 ,pp > 0， 于 是 , 当 nn > no 时 , 我 们 有 pr 之 
pe po pe tt > 0， 可 见 (2,) 也 不 可 约 非 周期 . 易 见 (2) 有 平 
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稳 分 布 {zo = TT) 命 7 = inff zl: 2 = (i, 们 }. 那么 由 上 面 ;) 中 已 证 的 
让 知 ,平稳 一 > 正常 返 一 > 常 返 -全 Pr < oo| = 1. (其 实 , 使 用 i) 中 之 中 中 所 
证 的 “不 可 约 平稳 链 必 定常 返 " 使 已 足够 .) 

by 及 一 方面 , 对 于 任 一 j, 我 们 有 


n 位 
PiY,, = 下 工科 好 | 三 》 PX, = 71,7T= ml 一 > Pl2 = (7k), T= 


n=0 mm 二 0 下 
= 》 >》 Plr = mPl2, = (7, Kr =m] 
m= 丰 
二 SY Pr =m|P2e = (R21 天 全 站 :< m, Zm = (1) 
n=D kk 
= 的 有 下 Plr = mjP[2n = |Zm = 伟人 《由 当 氏 性 ) 
m= 大 
= Y > PIr = = mj ptr ™) pe ™ 
1 一 和 下 
= -Vy Flr = ?| pi ™. 
m= 人 0 
间 样 地 . 
PD = 区 = yp = mp ™. 
m=0 
因此 


lp — zy| = PIX = | -PY = 
一 | 了 Da =j 7>n -PlY,=j,7>nl 


< Pr>n] 0, 1 一 o0. 


最 后 一 步 用 到 8 Sa bgsc==la-tblge. 加 

此 定理 的 证 明 把 两 个 马 氏 链 放 到 同一 概率 空间 来 考察 . 所 得 到 的 (2,】 称 
为 (X,) 和 (5 ) 的 一 个 耦合 . 这 是 一 种 最 简单 的 耦合 (独立 耦合 ). 当然 还 有 更 为 
重要 的 非 独立 看 合 . 耦合 方法 是 现代 概率 论 的 最 重要 的 发 展 之 一 . 关于 耦合 的 许 
多 迷人 的 故事 , 可 参考 |10|. 

对 于 不 可 约 链 , 由 上 面 的 证 明 中 之 aj-…c) 知 , 若 它 有 平稳 分 布 , 则 它 的 一 
切 状态 正常 返 . 反之 , 者 有 一 状态 正常 返 , 则 由 上 述 证 明知 必定 存在 平稳 分 布 , 进 
而 一 切 状 态 正常 返 . 因而 得 出 如 下 结论 {类 羽 于 推论 1.13 ). 


推 沦 1.19， 对 于 不 可 约 链 , 它 的 一 切 状 态 或 全 为 正常 返 或 全 为 零 常 返 . 
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定理 1.18 的 证 明 a) 国定 :+ 天 依然 使 用 上 面 的 独立 耦合 , 只 是 因为 现在 并 下 
预先 给 定 的 平稳 分 布 r, 改 取 书记 = 着 = 1 如 果 (2Z;) 非常 返 , 则 由 定理 1.15 
知 ， 


所 述 断 言 已 真 . 
b) 今 设 (Zn) 等 常 返 , 依 上 一 定理 证 明 的 第 二 部 分 . 可 证 
din, pie 一 2 
Vk EB, {pix } > 有 界 , 从 而 存在 收 伊 的 子 列 . 利用 对 角 线 程序 . 可 抽 子 列 fw 
使 得 wu = lint put ,Vk e EE. 再 由 (1.14), 我 们 也 有 





= verh. 人 


?1 一 im， 下 ei 全 E. 
无 妨 设 (ui) 不 全 为 零 , 否则 断言 已 真 . 显然 有 < 1 男 一 方面 . 由 控 制 收效 
上 
定理 及 Prwt! = PPrw 知 ， 


lian 人 一 3， 了 EE, 
Wi 
再 由 Pwt!l -= Prm 了 及 Fatou 引 理 导出 


tk 空 > Whik, VREE. 
1 


定理 1.17 之 前 已 用 过 的 证 法 表明 , 此 式 的 等 号 必须 成 立 . 这 样 , 如 有 必要 . 对 1 ) 
作 归 一 化 处 理 , 得 知 P 有 平稳 分 布 . 由 定理 1.17, 此 链 必 定 正常 返 而 与 所 设 并 持 . 
i] 

容易 看 出 , 不 可 约 有 限 链 必 定 是 常 返 的 . 进而 , 由 定理 1.17 的 证 明 及 1 
并 ej 刊 , 此 时 链 必定 正常 返 . 换言之 , 有 限 马 氏 链 不 可 能 零 常 返 . 留心 车 P 用 
期 d, 则 Pa 便 成 为 非 周期 的 . 因而 周期 情形 并 无 本 质 困难 . 这 样 , 我 们 已 完全 证 
明了 本 章 第 一 节 中 的 华罗庚 基本 定理 而 无 需 假设 P > 0 

一 般 地 讲 , 上 面 关 于 常 返 性 和 亡 历 性 的 定义 和 判别 准则 都 不 易 验证 . 更 为 有 
效 的 判别 准则 乃 是 本 章 第 四 节 的 主题 


注 1.20. 定理 1.11 还 有 田 一 证 法 . 不 用 母 本 数 而 改 用 有 限 和 逼近 . 即使 用 下 述 比 
值 极限 定理 , 它 本 身 有 独立 的 价值 . 


引 理 1.21， 对 于 一 切 i ij, 我 们 有 


NM MN 
; (rn) im) 
pm Df Dp = 


n=1 下 三 用 
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定理 1.11 的 另 一 证 法 事实 上 , 由 pi = 而; 及 上 式 知 


» 
- {mY 
Ji ( - 1 2 Pp ) = fi 


位 一心 
由 此 导出 定理 1.11 的 结论 ， 口 
引 理 1.21 的 证 明 只 需 在 下 述 初等 分 析 引 理 中 到 


Tt ) 
Un =p"), 用 六 | 有 nl1, n= 0, 
rrr=1 


并 使 用 (1.7). 口 
引 理 1.22， 设 (9% :n 之 站 为 不 全 为 礁 的 非 负数 列 , 满足 


im “f 》 dm = 0. 
的 m=0 
则 对 于 每 一 实数 列 (bn :nn 之 0), 只 要 8:= lim 加 存在 【 可 以 为 二 ec, 就 有 


im 3 eta f Do 一 也 


1 一 必 





证 明 ”由 所 设 条 忻 , 对 于 每 N > 1, 有 
lim 》 amf 六 om- {1.15) 
Wi m=n- MN+1l m=0 


aj 先 设 加 < oo0, 任 给 5 > 0, 取 N= N[e) 使 得 当 n 3 N 时 , |b 一 Bb 所 a. 
于 是 存在 B < oc 使 得 lb -所 BB 对 于 一 切 n 成 立 . 进而 








n nN nn 
> Bn (ham 让 b) 六 2, Gr 十 B > rn 
m=0 t= 人 m=n~- M+1 


两 边 同 除 以 om, 并 使 用 (1.15) 得 出 


Vy nt/ 5 am—b 
m=0 


地 1 二 自 





lim 所 5 
N00 





b) 对 上 ji = oo, 无 妨 设 8 = 十 coo. 则 对 于 一 切 M > 0, 存在 NN = NLM 使 得 
当 n>N 时 , in > 计 , 于 是 由 


Tn 


1 i—N 
》， mbn_m MM >», 信 m 十 (in bn) > Op 


m=0 fa 一 入 m= 二 n+l 
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易 得 及 需 结论 。 日 


注 1.25. 类 似 地 , 定理 i.17 第 一 部 分 证 明 ry 的 后 半 段 , 也 可 不 用 坪 前 数 . 仿 引 
理 1.21 的 证 法 , 由 引 理 1.22 及 定理 1.17 第 一 部 分 证 明 bh) 得 出 


由 泛 必 引 理 1.14 和 引 理 1.21 (用 于 PP ) 得 出 


™ N N ™ 
i [2} ny Hi ， fm) 一 nm Hi 
2 / 2 而 = no A, 2 / Dp = Ei 
天 一 入 三 


无 一 由 他 二 必 上 
故 AU = 下 六 而 与 无 关 ， 


注 1.24. 在 这 里 , 定理 1.17 和 定理 1.18 的 证 明 用 的 是 较 新 些 的 不合 方法 , 因而 
更 具有 概率 直观 . 它们 的 早先 的 证 明 是 较为 分 析 的 . 


81.3 ”一般 情形 下 的 极限 定理 


对 十 不 可 约 、 非 周期 的 号 氏 链 , 我 们 已 有 完整 的 极限 定理 . 本 节 的 日 的 是 将 
这 些 成 果 拓 广 到 一 般 情 形 . 为 此 , 需要 对 状态 空间 复 网 致 地 分 类 


状态 的 分 类 及 相 空 间 的 分 解 


定义 1.25、 给 定 P= (py}. 称 ; 直达 j( 关 让 , 如 pi; > 0; 记 作 i 一 j. 称 1 可 
达 站 关 妆 .如 存 在 下. i2,… 合 得主 一 下 一 让 一 人 和 下 记 途 宇 全 
如 ii 一 了 且 了 到 则 称 i 和 了 互通 . 称 状态 是 本 质 的 . 如 1 一 本 时 必 有 了 一下 
藻 则 称 为 非 本 质 的 . 


互通 关系 显然 是 可 递 的 , 这 样 , 可 依 此 关系 对 状态 进行 分 类 . 把 含 i 的 等 价 
类 记 作 OI): 
C= {UU {7 i 和 j 互 通 }. 

CO 中 的 状态 , 如 多 于 一 个 , 必定 互通 . 然而 依然 可 能 存在 了 ECO 使 得 ij 
但 ;中 i 未 必 是 本 质 的 . 若 i 是 本 质 的 , 只 要 ;一 小 ;ji 也 必定 是 本 质 的 , 此 
时 Co 构成 的 一 个 不 可 约 闭 子 集 : 

> pe=!l, ject), 

二 
并 且 是 最 小 闭 子 集 , 即 不 存在 “C 人 的 闭 的 真子 集 ， 由 推论 1.14 知 , 每 一 常 返 恋 
必定 是 本 质 的 , 因而 所 对 应 的 “fi 必 是 闭 的 . 一 种 特殊 情况 是 pi; = 1, 则 依 定 
义 . i 是 本 质 的 县 Ciy = {证 . 此 时 称 ; 为 吸收 态 . 
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若 {4 : p> 0} 为 室 集 , 则 状态 i 非 本 质 . 这 样 , 对 于 本 质 状态 , 我 们 总 可 
以 定义 状态 i 的 周期: 
di 二 集合 fn: ple > 中) 的 最 大 公 因 子 . 
关于 向 期 的 -个 基本 结果 是 
定 捏 1.26， 如 i 和 了 互通 , 则 d= di. 


这 样 , 对 于 一 个 不 可 约 闭 集 . 我 们 可 以 使 用 一 个 公共 的 周期 #4, 我 们 有 如 下 
的 重要 人 性质 . 


命题 1.27， 设 CC 为 不 可 约 团 集 , 其 周期 为 中 > 1, 那么 , 对 于 任 给 的 二 了 = CC 车 
有 p20 及 p> 则 -x2 可 被 必 整 除 


根据 此 定理 . 链 在 不 可 约 闭 集 C 中 的 运动 有 -- 半 决定 性 的 周期 规律 即 我 
们 可 将 C 分 成 4 个 不 交集 ; 
C= > 各， 


ml 

从 任 一 GG 中 的 状态 出 发 ,下 一 步 转移 必定 落 入 Grid 【 详 害 之 , 可 先 园 
定 一 个 状态 i. 使 用 命题 1.27、 依 照 每 一 步 所 能 到 达 的 状态 作出 一 个 分 解 ; 然后 
再 证 明 所 得 的 分 解 与 预先 轩 定 的 状态 i 无关 ) 这 样 , 车 把 df 步 转 移 视 为 新 链 的 
一 步 转移 , 则 此 链 就 变 成 非 千 期 的 了 ， 然 而 , 对 于 这 个 新 链 而 言 , 原来 的 @ 就 
变 成 亲子 集 了 . 即 新 链 可 分 为 d 个 不 可 约 子 链 . 

上 面 的 讨论 表明 : 对 于 局 期 为 4 的 不 可 约 风 和 集 C, 它 的 每 一 个 状态 i 都 满足 
Hes ‘= 0 > 0. 此 性 质 可 部 分 地 推广 为 

了 


命题 1.28， 设 状态 让 的 周期 为 d. 则 存在 浆 , 使 当 n> 入 时 ,pi > 0 
综合 以 上 讨论 及 准 论 1.13 和 推论 1.19, 可 将 任 一 马 氏 链 的 相 空间 作 如 下 分 
解 . 它 同时 也 描绘 了 系统 ( 马 氏 链 ) 运动 的 整体 图 像 
相 空 间 的 分 解 及 系统 运动 的 素描 
(1) 着 把 每 一 不 可 约 闭 集 称 为 一 个 类 , 则 常 运 性 、 等 常 返 性 、 正 常 逝 性、 遍历 
性 和 周期 性 都 是 类 性 质 , 即 同类 中 每 一 状态 所 共有 的 特征 . 


{2) 由 零 常 返 类 {C,}、 遍 历 类 {C;} 和 正常 运 类 {Ci] 的 并 集 构成 常 返 集 C 
从 中 某 一 类 局, 中 的 状态 出 发 , 系统 只 在 该 类 C, 中 运动 . 在 周期 情形 ， 
系统 具有 半 决 定性 的 运动 规律 . 


(3) 余下 的 状态 的 全 体 构成 非常 返 集 Dp， 从 DD 的 状态 出 发 , 系统 可 能 永远 在 
DD 内 运动 : 也 可 能 落 入 C 中 的 某 一 常 返 类 而 后 永远 在 该 类 内 运动 . 
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极限 定理 的 陈述 
现在 . 我 们 可 以 详细 陈述 p; I 的 极限 性 质 . 回顾 miy = 区， Ti; 当 7 常 返 时 ， 
和 二 mi. 


定理 1.29. 


(1) 如 非常 运 , 则 对 于 一 切 ie 凸 有 lim pm = 0 
(32) 邵 于 常 返 , 设 它 的 周期 为 过 = 由. 则 对 于 一 切 i 和 1 rgd 有 


(nat do pmdtn) 


,in Di 2 和 
1 mp 


(1.16) 


特别 地 , 设 i 为 本 质 状态 ， 如 i 针 C(1)， 则 对 于 一 切 于 > 1 2 一 0 如 
iE CD), 则 C7) = COi). 可 设 了 属于 CO 分解 中 的 第 .个子 全 Gr. 那么 


p=-0 如 n#mdir (1.17) 


(ndtr) a 
my 


此 定理 之 所 以 较 复杂 , 根本 原因 在 于 周期 性 . 车 j 非 周 期 , 则 由 此 定理 立即 
导出 


推论 1.30， 若 了 非 周期 , 则 对 于 一 切 iE 玉 有 
,lim py = fn = fy frnjs- (1.19) 
当 ;非常 返 时 , 约定 mi 一 oo 【或 太 王 0 
如 果 把 关于 ?” 的 逐 点 极限 改 为 平均 极限 , 则 结果 也 十 分 简 清 . 
定理 1.81， 对 于 一 霓 i, i EtE 瑟 有 


i Dij {1.18) 


1 Sm) 
Jim 二 2 Di = finy. (1.20) 


最 后 留意 对 任意 的 平稳 分 布 r, 总 有 + = rp", 进而 + = x( 二 P") 
利用 定理 1.11, 定理 1.17, 定理 1.18 和 定理 1.31, 容易 证 明 (不 妨 自 证 之 } 如 下 的 
平稳 分 布 的 结构 定理 
定理 1.32， 以 {Cs} 表示 正常 返 不 可 约 闭 集 的 全 体 , 命 日 =E\ (UCs). 则 P 
的 每 一 平稳 分 布 形 如 


0. 如 ie 五; 
Ti 一 A 


2 Ao lim 二 7 如 i€ Cs. 
Wis noo 
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结果 的 证 明 


本 节 的 剩 下 部 分 用 于 证 明 土 述 诸 结论 . 我 们 将 证 明 主要 定理 1.29 和 定理 
1.31, 然后 再 回去 证 明之 前 的 结论 . 我 们 将 看 到 , 有 了 上 一 节 的 基本 定理 之 后 , 这 
里 的 主要 定理 的 证 明 并 不 困难 . 
定理 1.29 的 证 明 

al 结论 (1) 方 是 定理 1.11. 以 下 假设 j 常 返 . 当 i 4 C(7) 且 i 为 本 质 状态 
时 .显然 有 pl = 0 对 一 切 > 1 成 立 . 否则 由 1 ~ j 且 i 本质 导 出 ;~ i. 因 
而 iE Cj). 这 时 至 矛盾 ， 

by 使 用 首次 进入 法 得 出 


pw = 二 ft yp uy} -> 0 人 一 —mY . lred (1.21) 
4 二 们 
后 . :等 号 用 到 ;的 周期 性 : 当 且 仅 尖 w= md 时 . py !¥0. 男 一 方面 , 将 定理 
1.47 用 于 以 P= Pa 为 转移 矩阵 的 新 链 中 含 状态 ; 的 不 可 约 闭 集 { 它 是 非 周期 
的 得 出 im 芭 ) 一 Lm. 由 于 BY I Ty; = 一 mld. 故 有 








,im np = dim;. (1.22) 


综合 (1.21) 和 (1.22) 便 得 出 (1.16). 

cj 如 本 质 状态 i e C0) 而 j 了 属于 CG) 分 解 式 中 的 第 7 个 子 集 ， 则 最 
然 par = 0 对 一 切 n 关 md ++r 成 立 , 此 四 是 (1.17)， 当 然 更 有 fe 对 一 切 
nd 十 7 成立. 于 是 人 font 一 3 fi = fi;. 这 样 , { 1.18) 来 自 (1.16) 式 
及 推 沦 14。 口 ” 
定理 1.31 的 证 明 当 ; 非常 返 时 , 由 lin pm =0 及 7 = 0 立 知 结论 成 立 . 当 
) 常 返 时 , 由 {1.16) 知 四 


Po 
im Pet 一 = Un; >》 ft 1 rd. 


Th 天 用 


这 样 , 所 述 结论 可 由 下 述 引 理 导出 : 


过 
ny l {ritr) 
SD -mm 
rul 


1 一 二 TI 


引 理 1.33。 设 有 正 整 数 d 和 数列 {fan : n 实 1} 满足 


lim and+yr = lgred, 
RO 
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则 


.1 
an Dm 


二 1 ?一 1 


证 明 因为 数列 的 平均 极限 必 重 合 于 自身 的 极限 , 我 们 有 


了 


lim 一 》， tndir = hr. 
nam 








m=1 
记 A = sup en, 二 nis,1 志 383 记 人 则 
we 
] nn 1 ] 打 ! 可 十 了 如 1 了 | 
“2, 1 2 < >》 +| D0 
和 一 上 出 一 1 二 二 7nd 十 1 v1 us 1 
昌 ml 

Ad 1 nd 1 | 
全 EP br| 


令 刘 一 00, 则 mm 一 00 且 mdjn 一 1. 由 此 及 前 一 式 子 得 出 所 述 结论 . 器 
现在 我 们 回 过 头 来 证 明 本 节 开 头 所 述 的 关于 周期 性 的 若干 初等 性 质 . 

定理 1.26 的 证 明 设 pi”” > 0 oy > 0, 则 p89"+” > > 0 于 是 

dn + 同 理 dyj(m 寺 9). 车 pt > 0, 则 pt nt 闻 Di (Ol Wa > 0 状 

fm 十 全 十 外 . 这 两 个 事实 表明 dj|f, 于 是 d; ila, 由 i 和 的 对 各 性 各 dd 故 

必定 有 dd; = Qj. 口 

命题 1.27 的 证 明 因为 7 ~i, 存 在 m 使 py" > 0. 这 样 


pl 实 pi py (rn) > 0), ptr+ 3) 入 pe” py > 0. 


这 表明 dm + nm) 且 dm + nn2). 故 必 有 直人 ol 一 no). 口 
命题 1.28 的 证 明 要 点 是 使 用 万 等 数论 的 如 下 结果 : 若 正 整数 s1, ss, .…,，s,, 有 
最 大 公 因子 d, 则 存在 正 整数 N, 使 当 n> N 时 有 非 负 整数 c1,c,.… ,em 使 得 


nd = YY cpBk. 
二 1 


今 选 st, se, .… ,sm 使 得 po > 0 且 它 们 有 最 大 公 因 子 d, 由 上 述 结论 , 存 
在 入 ,使 当 n 2 NN 时 , 有 非 负 整数 {ci} 使 得 nd = 3》 ersk. 因而 
| 


下 > pl >0 0 
注 1.34. 定理 1.29 和 定理 1.31 依然 可 作 进 一 步 的 改进 . 设 C 是 任 一 常 返 的 不 
可 约 闵 集 , 它 有 分 解 {TG, fi, 命 
fr,Gv) = P| 存在 n=r (mod d) 使 得 XX, & GG 
fli.C)= 记 | 存在 n 使 得 XX, eC1. 
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那么 , (1.16) 可 换 成 


lim np = < 一 -frG)， 如 jeG,. (1.23) 
3 
而 {1.20) 可 换 成 
1 Am 
i flO 如 jeC. (1.24) 


其 加 强 之 处 在 于 系数 只 依赖 于 所 在 的 类 而 不 是 具体 的 状态 . 这 些 结论 可 由 下 述 
两 条 推出 : 


(1) 对 于 任 一 G, 和 1<*&d, 我 们 有 Fir Go) = fe 
(2) 对 于 任 一 了 EC, 我 人 有 fti,C) = fi 


证 明 此 处 只 证 明 断 言 (1), 断言 (2) 的 证 明 类 似 , 简 记 及 (人 = fet 首 
先 , 显然 有 fij(r) < fli,r,Go). 反之 , 我 们 有 


Fir) 空 5 »》, PXynarr 一 让 发 dr = k, OSLU< 9 fri(®), 


n=0 ke 


留心 当 &, j Go 时 , fry(a} = 妈 ; = 1. 由 此 时 出 反 向 不 等 式 ， 口 
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判别 准则 


本 节 是 第 二 节 的 继续 , 我 们 将 给 出 一 些 不 等 式 型 判别 准则 . 首先 是 关于 常 返 
性 . 


定理 1.35， 设 已 = (pi;) 不 可 约 ; 右 为 巨 的 非 空 有 限 子 集 . 则 此 链 常 返 当 且 仅 
当 存 在 有 限 的 {94) 满足 


| 2 py < WH i¥ HH, 
jE (1.25) 
din = 

最 后 的 极限 是 把 吾 视 为 Z+ = {0,1,2,…] 来 处 理 . 但 这 并 不 影响 一 般 性 . 


其 次 , 用 同样 的 方法 来 讨论 踪 历 性 以 及 收 敏 速 度 , 最 典型 的 速度 是 几何 式 收 
钱 速 度 . 
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定理 1.36. 设 忆 不 可 约 、 非 周期 互 为 EE 的 有 限 子 集 . 则 地 链 正常 放 (遍历 ) 
当 且 仅 当 不 等 式 


了 


3 过 抽 一 二 i¥H, 
: 1.26 
2 2 有 < oc 机 
iEH j 


有 有 限 非 负 解 . 
典型 的 用 法 是 使 用 多 项 式 函 数 y; = efl 十 外). 
称 链 几何 壳 功 , 如 存在 9 < 1 使 得 对 一 切 i,j,n, 有 
pi — my| & eit 
定理 1.3?. 设 已 和 同上, 则 此 链 儿 何 站 历 当 且 仅 当 对 其 e > 0, 不 等 式 
人 i¢H, 


1.27 
2 DPijY; < 00 1. 
iEH 7 


有 有 限 非 负 解 ， 


这 些 结果 的 漂亮 之 处 在 于 : 条 件 均 由 P = (pij) 决定 . 它们 的 证 明和 需要 使 用 
下 一 部 分 所 介绍 的 数学 工具 . 


最 小 非 负 解 理论 


在 研究 马 氏 链 时 , 常常 需要 研究 无 穷 线 性 方程 组 . 因为 非 有 限 维 , 线性 代数 
方法 无 效 . 需要 新 的 工具 . 加 世纪 70 年 代 , 我 国 数学 家 候 振 插 发 展 了 最 小 非 负 
解 理 论 这 一 数学 工具 . 参考 [29], 这 里 的 陈述 取 自 [5 

我 们 常 联系 于 两 类 方程 


Ti= YcikTk+ be i€kE; 
ke 


Ti(t) = f atte) h(t), ieE,+t>0, 
kEE 
进 处 ck, Bb > 0 
下 面 介绍 一 种 抽象 的 形式 , 使 用 如 下 一 些 记号 . 
E: 任意 非 空 集 . 
VCC{f: 一 及 = |0,ool} 满足 条 件 ; 


(1) 1€. 第 ; 





1 
~—] 
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(2) 对 非 负 线性 组 合 运算 封闭 : 万 , 户 E . 铸 ，cea 0 一 有 + ezfz 党 
(3) 单调 函数 列 极限 运算 封闭 : fe .区 ， 访 逐 点 单 增 :> lim f EV, 


算 子 4: . 狗 一 . 狗 满 足 条 件 ， 


(1) 40 下 


(2) 对 非 负 线性 组 合 运算 封闭 ( 锥 射 ); 有 if & 瑚 ，ceuea > 6 一 Alci 有 + 
cofa) = oa4 有 十 oa4 户 
(3) 单调 函数 列 极限 运算 封闭 : 户 6. 敌 ， 访 逐 点 单 增 => lim Afn 1 Alim f. 
将 满 赴 上 述 条 件 的 算 子 4 的 全 体 记 作 .名 对 A.A, A & . 且 ， A < 让 如 果 
4F AF,Yf EE 蛇 ; A414 如果 Anf 1 Af,YfE. 第 . 
定义 1.38， 给 定 4E .如 ,ge .名 . 称 f* 为 方程 
了 = Af+ty (1.28) 
的 最 小 ( 非 负 ) 解 , 若 "满足 (1.28), 且 对 (1.28) 的 任 一 解 产 均 有 站 > 
定理 1.39 (存在 唯一 性 定理 ). 最 小 解 总 看 在 且 唯 一 . 若 合 
f=0, fh) 4f 二 天 0 (1.29) 
则 Ft. 
证 明 显然 . fe 第 ，f("i 1 . 故 极限 存在 (可 以 为 +oc ), 故 由 
六 =limjet = limlAf® +9 = Af"+g 
知 f" 是 一 解 . 今 设 fe .多 是 男 一 解 , 则 了 > 0 = /0 ,如 设 地 > 了 i, 则 
f=Af+g2 AF™Y +g= f+), 


故 由 归纳 法 知 > fm 对 一 切 n 成 立 , 当然 就 有 下 > 产 . 这 证 得 最 小 性 . 满足 
最 小 性 的 两 个 解 必定 重合 。 口 

称 方程 (1.28) 是 齐 次 的 , 若 9 = 0, 此 时 易 证 f* = 0, 下 面 是 两 个 简单 方程 
及 其 最 小 解 . 


二 一 人 TIT+21— x = 0%. 
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定理 1.40 (比较 定理 )， 设 4,Ae. 必 ，g,5E. 北 满足 
A>A fF29. 
则 对 于 任 一 满足 之 f+ 的 fe 第 均 有 之 (1.28) 的 最 小 解 产 . 
最 小 解 由 二 及 9 唯一 确定 , 故 可 记 f* = matg). 
定理 1.41 (线性 组 合 定理 )， 设 G 可 数 , {4s :se GCC 下 . 则 
ma ( oo = 》》 omatgs). 


定理 1.42 (单调 收敛 定理 )， 竣 {4,} < 6, A 1 A {gs} C 北 ， 9 1 0, 则 
AEB gE EE ma (gn)t malo). 


存在 定理 中 f* 的 解法 称 为 第 一 选 代 法 . 下 述 末 一 结论 称 为 第 二 选 代 法 . 
定理 1.43， 设 {9,}>?C. 弟 . 命 


f= f= Af™ + gn nl. (1.30) 


如 开国 19 则 malg) = 六 for) 特别 地 ,着 人 


=1 
fi = g, ft = Fn， (1.31) 
则 _ 
mal9) = 1" = DF". 
nn 二} 
以 上 结果 均 可 使 用 归纳 法 证 之 . 


引 理 1 .44. 设 上 让 b: 全 [0, 00), t, jE E. 
(1) 设 (z?:iEE) 是 方程 
Ti = DcijTi + iEE 
了 


的 最 小 解 . 给 定 jE 王 . 假定 存在 宇 = 加 站 和 二 了 使 得 Ge 
> 人 0D, 则 


i 2 <% < 0. 
i 着 青 变 
DS othgl, ieh. {1.32) 
i 
则 z=1 二 = 1. 


(2) 
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特别 地 , 于 (cij) 不 可 约 , 则 对 于 情况 站), 或 者 对 于 一 切 1E 巨 都 有 ZI = oo 
或 者 对 于 一 切 i 都 有 Zz < o0; 对 于 情况 说, 或 者 对 于 一 切 计 都 有 于 =1 
或 者 对 于 一 切 i 都 有 了 z;* < 1 


固定 各 € 户 . 设 (zr :iE EE) 是 方程 
Ti HD crth, icE (1.33) 
I¥n 


的 最 小 解 ， 则 中 < oo 对 于 一 切 1E 三成 立 当 且 仅 当 mr < oo 对 于 一 切 
1 关 罚 成 立 而 且 3 ckzg < oo, 车 
kjio 
DY ethi=1, ieh, 
过 各 


则 x? = 1 对 于 一 切 i€ 五 成立 当 且 仅 当 zt 一 1 对 于 一 切 i 关 0 成立. 


证 明 a) 设 革 <oo 且 


则 由 


Ce 


00 > Zi; 一 》 CikTR 十 hi 2 Ci Ti 
k 


知 好 < eco, 同样 可 证 


 ] 日 
Ti < 9 TH, < 00. 


现在 , 不 可 约 性 推出 z; < oo 对 于 一 切 je E 成 立 . 


b) 假定 (1.32) 成 立 , 显然 由 第 一 迭代 法 知 zt < 区 EB. 设 z=1 且 


CC "Cin tin >0, 


者 并 < 1, 则 


1 = = Csi TH 十 cyT} + < Cii 十 Deyr} + hs &Y oth 六 ]， 
Fil 了 ti i 


这 导致 矛盾 . 因此 有 必 = 1. 依 此 递 推 ， 


由 不 可 约 性 , 实际 对 于 一 切 ie E, 有 ?二 1 


cj 著 (cr:i6 五 ;是 方程 (1.33) 的 最 小 解 , 则 易 见 (z+ :i 关 各} 是 方程 


Ti 一 Do + 机 ， 关 加 
主轴 
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的 最 小 解 由 此 立即 导出 林 项 断 诗 ， 局 
下 面 给 出 最 小 解 更 论 的 初步 应 用 . 这 些 理论 更 广泛 的 应 用 , 可 参考 | 


命题 1.45， 固定 j. 则 (fj : iE 二) 是 方程 


4 二 DY piri + pi 


Ei 
的 最 小 解 . 
证 明 显然 xt = pi = La 设 x = fi 则 

Ti -oz -Spaft (n) ft 
上 才 KR 
由 第 二 夺 代 法 知 . zy = fy. L] 
命题 1.46， 假 设 链 常 返 . 固定 j, 则 (mi : i& 马 ) 是 方程 
i = DPikck + fai 

EA 
的 最 小 解 . 
证 明 命 


tly rt yet (ny (nl 
Vi 二 及 ;HH = p kUE + fi; " 
| 


设 yt nf 则 


上 1) 1 1 有 1 十 上 
[et } 二 nn > pk 及 十 for) 地 了 ) 十 所 (十 = fn 二 DA ] 
下 尖子 


故 由 定理 1.43 知 x* = =- 坟 ， 1 = pi. 口 


在 以 下 的 证 明 中 ,上 讨论 日 为 单 点 集 , 无 妨 设 玉 = {0}. 对 干 -- 般 有 限 集 五 
的 证 明 , 参考 [10, 84.3 -4.5|. 
定理 1.35 的 证 明 定义 一 个 新 的 转移 矩阵 疡 = (Diy}: 


_ 人 ” i = 人 0: 
Pii = 
ji 1 天 各 . 
此 时 0 为 吸收 点 , 从 而 Wi 关 0 是 非 本 质点 . 由 于 常 返点 皆 本 质点 , 由 定理 1.15 
知 对 任意 了 关 0 Jin, 榴 = 0 又 遇见 站 ,= 应 及 部! ~ 并 /0 于是 


im j = fig. 
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aj 充分 性 设 (y) 为 所 示 的 解 , 则 


Biy Sm ieE. 





从 而 
Bry; ER,NE1, 
因此 
Pt 十 pf (n) -nm 仿 
= 2 + 2 酌 < 》 曾 1 i 
jE jsN 租用 
~ Wi 
< YB + 
je inf yx 


在 上 式 中 先 让 mm 一 oo, 再 让 入 一 i, 得 到 和 = 上 0 对 P 应 用 命题 1.45 
可 知 ， ju = 2 Pozj0 十 poo = 1. 从 南 P 常 返 . 
j 


b) 必要 性 记 已 对 应 的 过 程 为 久 ,, 定义 
市) = Prmm 之 0, 使 得 大 > nl]， 
则 wm > 0, 吉 (n) =0; 克 宪 坟 间 (nj 二 1. 因为 PP 常 返 ,所 以 fio = 1,vi>0. 于 是 
lim h(n) =0, i>0. 


二 


选取 ni f 使 得 记 (na) < 225 所 开 定义 入 = 亲 未 (Rk) < ec, 则 由 Fatou 引 理 
R31 


加 中 三 lim >》 (ni) 区 > lim 市 (nk) = 


i yl R21 
由 马 氏 性 容易 验证 
订 (fn) = Pi[3m > 0, 使 得 筷 。 > 可 
> 》 PiBm > 1, 使 得 六 ,> mn, 2 = 了 
= 》 了 Pi 和 = 中 Pi 人 mn >0 使 得 京 w > 可 
= 》 了 而 (9 
了 


因此 对 半天 几 


六 二 》 年 (ng) > 2 yy = SPs 0 


友之 1 
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定理 1.47. 设 户 不 可 约 , 则 链 非常 汉 当 且 仅 当 方程 
SY pily = izH 
jt€E 

有 非常 数 的 有 界 解 . 


证 明 ” 仍 概 定 玉 为 单 点 集 {0}, 并 考虑 定理 1.35 的 证 明 中 所 定义 的 马 氏 链 PF. 
假设 链 非常 返 , 则 存在 ; 关 0 使 得 jfio = fio < 1. 因为 foo = 1, 容易 验证 
>》 Pi; fjo 二 fiu, iEE. 
jEBE 
即 (y; = fio : iE 旭 ) 为 所 要 求 的 非常 数 的 有 界 解 . 
反之 , 假设 方程 有 有 界 非 常数 解 (yi), yi 所 MM < oc. 因为 
Dy = i€B, 
jeE 
于 是 
》 y= itk,n2l. 
jEE 


如 果 链 常 返 , 则 ,lim n Bo = fio = 1 从 而 


SPVy < MU -HD) = 0, namo. 
10 
因此 
:= py + BN ye — go, 
和 
这 与 (yy) 非常 数 下 盾 ， 口 
定理 1.36 的 证 明 今 设 链 正常 返 , 则 由 命题 1.46 知 ， 


Pi0 一 Dpikmg0 十 1， 区 万 E, 
kA 人 0 
或 
Dpirmgo = ~1, Viek. [1.34) 
k¥0 
取 w= 人 0 y= mio, i 闪 0 划 当 4 关 0 时 , 定理 1.36 的 条 件 已 满足 . 而 当 i=0 
时 , 由 正常 返 知 mos < oo, 从 而 由 {1.34) 得 出 


DD _ por 一 pokyak = mo €— 1 < 0, 
天 不 天 
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从 而 该 定理 的 条 件 也 满足 . 这 证 得 定理 1.36 的 条 件 的 必要 性 . 
友之 ， 设 (1:) 为 不 等 式 {1.26) 的 解 . 记 二 2 pos < 的 . 命 
了 


. 1 
yt = iER: yt = pyy, n>1. 
了 


则 82 = co 乏力-1( 关 中 进而 
yt = -2 pt ly Dy, 一 pi )m 


= < a + Dp (yy 
了 0 


= op 多 于 27 Yi ~ -yp - -Po 
了 0 


所 【1 十 pl 十 yt 一 1 


由 此 及 归纳 法 可 见 , 对 于 一 切 n 和 i, ”< oc. 进而 递 推 得 出 


nN 
+2 2 
y” < (1+0) ph +H —n 


f 
人 一 二 


{1 +e)~ 上 + 


ge 


命 n 一 oo, 由 定理 1.31 得 出 


Og(l+efiono—! 
一 fom (1+c) >0 
— mm>0 


二 Tj > 和” 帮 ，  { 册 不 可 的 性 ) 口 


81.5 几 个 典型 的 离散 时 间 马 氏 链 

本 节 中 , 我 们 将 就 儿 个 典型 的 马 氏 链 讨论 其 常 返 性, 遍历 性 等 等 .这些 马 氏 
链 包括 随机 游 动 , 分 支 过 程 , 排队 论 等, 它们 都 有 很 强 的 应 用 背景 
随机 游 动 


如 下 给 出 的 互 = 了 4 上 的 马 氏 链 P, 称 之 为 随机 游 动 : pi s+1 


= Bi, Mt 一 
gitl Pi = Tit 宕 0 有 8 p+t+rni=1(i21), po+ro=1. 
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”假定 p> 0,7;20(>0,g > 0(>1). 显然 ,如 Yi>0,7=0, 此 过 程 有 
周期 2; 否则 , 为 非 周 期 的 . 假定 re > 0, 从 而 过 程 非 周 萌 . 此 过 程 也 通常 称 为 半 
直线 上 的 随机 游 动 . 记 


Pop1 ‘Pi-1 


HD 三 1 Hi 一 + 
#192 和 


i>1. {1.35) 


下 面 将 利用 前 面 几 节 的 结论 来 给 出 随机 游 动 的 常 返 性 和 正常 返 性 的 判别 准 
则 . 





(1)】 链 常 返 当 且 仅 当 > -ww 
{2】 链 遍 历 当 且 仪 当 


: 
3 


Hi= Dh < oo 
1 一 
此 时 平稳 分 布 为 ;= pj. 


等 局 方程 > payy 一 i 了 0. 即 


M0 二 Ti 二 P12 二， 
G2Y1 + 7T2Y2 + Paya = V2, {1.30} 


应 用 定理 14 为 证 明 第 (1) 项 断言 ， 只 需 证 明 方程 139) 有 非常 数 的 有 界 解 当 
县 仪 当 Dw 以 下 将 证 明 yo = 0, gy = 于 i i 之 1 为 方程 11.36) 的 


i=0 HiDs 


非常 数 的 有 界 解 事实 上 , 因为 7 = 1 一 pn 一 各: 容易 验证 


nn—2 1 mt 1 =、 1 
dndyn-1 + ?nyn + pnynti = gn 2 一 一 十 7 一 
nin nun nyn n 2 Map ni 2, Lippi "2, 有 





一 2n Dn 1 
papa i apn 和 pope 
现在 考 虚 第 (2) 项 断言 ， 容 易 验 证 (ms 0) 满足 up = jpy, 从 而 


各 HiDiy 一 此 7 车 中 一 和 Hi < 0, 则 Ti 一 jf P 的 平稳 分 布 . 因此 随机 游 动 
正常 返 当 且 权 当 


Hk < oo0. 


此 时 平稳 分 布 为 mr = pifp. 
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排队 论 
离散 时 间 的 排队 论 的 转移 矩阵 已 = (Piy) 如 下 : 
Us 若 + 二 从 
Pi 二 9dj-itl 着 j2i 一 1 
0, 其 他 . 


其 中 a > 由 Do = p= > tar flo) = ash, z € [0, 1]. 我 们 将 证 明 
链 常 返 当 且 仅 半 p 芯 1; 链 正 常 返 (遍历 当 目 仅 妆 1 p<l. 
al 若 p> 1, 我 个 ] 证 明 方 程 总 Diydi = Ys ‘ 关 0 有 非常 数 有 界 解 . 今 Vi 二 oi, 

由 此 方程 得 出 各 269 一 0 io 二 c 好 c= i = 
okek -Fe “因为 ya ) 1 f(1) 且 fF}=p>1, 所 以 由 了 在 由 1] 上 的 
k20 
严格 凸 性 和 单调 竹 可 知 存在 8 < co < 1 使 得 f(co) = co. 于 是 y; = 6 即 为 满足 
方程 的 非常 数 有 界 解 . 

》 jpis = 二 »》 jaj— i+1 一 》 (3 一 十 1)ay_irl 十 一 1 

J 宕 D 2i—! ji—1 


一 六 一 1 十 4 从 


出 定理 1.35 知 链 常 返 , 
oj 车 pc<1l, 取 中 =ifL -由 ,如 上 D 中 所 证 有 


Y_ pu 二 一 1, % 天 0. 
了 20 
于 是 由 定理 1.36 可 知 链 正常 返 . 
dj 假设 链 遍 历 , 即 有 平稳 分 布 (ri :1T> 由. 令 II(z) = 宁 zjz7,z € {0,1), 则 
了 空 0 


| 
， 
由 = ipij = To0j 二 + 2 miay-ihl 得 
t i 二 1} 


了 十 1 
= Dror t DoD ro tt = rfl + (IT 人) - mo)fl2) 
EA 于 产 蝇 t=1 
| fl2)—1 天 二 
之] 一 总 
5 这 革 - 
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命 z11, 则 p= 了 (1)=1-no<l. 
ej 更 进一步 , 可 得 到 平稳 分 布 的 一 个 表示 , 即 


na 人- 270) 


2 & (0,1). 


分 支 过 程 


设 他 ,Yr : n,k 之 1} 是 取 值 于 Z| 独立 同 分 布 序列 , P[Y = i = ai(i = 
0,],2,-.…). 令 


Rn 
用 n+1 二 THU 多 六 姑 ， 
k==l1 


则 (Xa)o 是 马 氏 过 程 , 其 转移 矩阵 P= (pij) 为 
> Er zk . 
2 (Bae) 
I Ori 0: 


很 显然 , pes = 1, 即 0 为 吸收 点 . 问题 是 fio =? fio 称 为 过 程 停止 分 支 的 概率 即 
所 谓 灭 种 概率 . 下 面 将 证 明 : 


定理 1.48. 





Dis = 


(1) fio = (fi0)’, 
(2 令 G(z) = Do az, ze 和 0,1), 则 fis 是 z 二 G(z) 的 最 小 正 根 . 县 当 p := 
5 ox <1 时 , fyo 二 二 而 当 p>1 时 , fo € {0,1). 


证 明 函数 G(z) 即 为 随机 变量 Y 的 母 函 数 . 容易 证 明 车 随机 变革 8,7 独立 , 则 
其 母 函 数 Ge, G， 与 Ge 有 关系 : Getn(z) = Gel2z)Gw(z). 设 Xo =i, 则 有 


= DP 得 Ytlm = | Pi[Xn = 
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= 和 Pb -yz 





2 
>》 Yntlm = 4 
m=1 


且 Gil 人 = G{z)i. 于 是 由 归纳 法 易 得 Gin41(z) = G(G1n(z)) 且 


Ginl2) = GGC-(G(2)) 7) Gin(s) = Gun 
六 重 


注意 到 pi8) = Gin(0) 及 fio = lim pi , 则 有 fio = (fio)'， 故 以 下 彼 定 
Xo=1. 记 有 加 =0,#5 = G(zn_1) = Gn(0), 则 ,12z* ED,1lB 2 at 
程 2 = G(z) 的 最 小 非 负 解 . 同时 容易 看 到 G(z} 是 单调 增 的 凸 函 数 且 G{1) = 
故 方程 2 = G(z) 在 z < (0,1] 上 至 多 有 了 两 个 解 . 若 p = G1) > i, 则 z= Ge 
在 ze {0,1] 上 恰 有 两 个 解 , 于 是 0 < z*<1. 车 p= G1) 1, 则 z= Glz) 在 
z E (0,1] 上 只 有 一 个 解 , 即 z* = 1. 

而 由 z 的 定义 , 可 归纳 地 证 明 z, = pla. 事实 上 ， 


20 一 省 = G(0) = Pig = to, 
zn = G[2n-1) )= Yak (00) = 》 puspio” 2- po 
kz0 kD 


因此 fo = z*. 口 
下 面 讨论 一 类 扩展 的 分 支 过 程 , 即 过 程 到 达 0 以 后 可 以 某 种 概率 p; 跳 到 状 
态 i 具体 而 言 
Di Pi 车 2 一 0; 
- pij， 若 i 关 0. 
定 建 1.49. 
{1) 扩展 分 支 过 程 巨 = (Bij) 常 运 当 且 仅 当 p < 
(2) 假设 p= ai 宕 0. 当 G7(1) < 1 时, 链 正 常 返 ; 
(3) 若 平 物 分 布 (ri :ie 忆 ) 满足 mm:= Dr <o0, 则 p<l 


证 明 (1) 由 定理 1.36 的 证 明 过 程 知 链 PP 常 返 当 且 仅 当 对 链 P, fio = 1,Vi 之 1 
而 这 义 等 价 于 p < 1. 
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(2) 注意 到 对 守 ru 站 = ,而 p= > 7 则 


mi = >» j= > 人 1 ~ pi 1) 


二 1 六 n=1 


由 命题 1.46 知 moo < ec 当 且 仅 当 


2 Co 20 oe 
> my 0 -p= YY oil (1 — pha’) -Yaa (zn— 1 中 < ci 
1 二 | n=] nel i=1 


其 中 ,= pi 和 1. 再 由 G 在 (0,1] 上 的 严格 西 性 , 存在 5 < 1 使 得 sup G2) < 


z 所 罗 ,1] 
6. 于 是 
1 
1 ~ GI[z) = / G(s}dz & {1 — £2) 6 


因为 20 二 0, zn+1 一 G{zn), 所 以 


ya O(n)) < or < o0. 
n=1 n=1 


(3} 记 Hi{z ) = Dn . 则 亚 人 ) 二 1. 因为 Ti 一 2 Ti 且 Giilz) 一 
Glz), 所 以 加 
HI(z] = 和 7 = DX 十 yn pis’ 


t=1 了 = 
Ga) Gy a 
上 式 对 * 求 导 并 命 11 可 得 
T(z) m 


hs 


81.6 补充 与 习题 
1. 对 任意 可 测 集 4, B,C, 有 [BC|A] = P[BIAIPIC|AB]. 


$1.6 ”补充 与 习题 . 39 . 








ba 


一 中 


10. 


,定义 1.9 中 的 马 氏 性 与 如 下 性 质 等 价 : 对 任意 r+ > 1 <i<<h< 
入 要 三 及 六 1 天 人 五 ,都 有 
PX = i Ki, = ir, Xn = kXm = 
= PIX, = 7 ,Ki = i = | x PLX, = KIXm = 
. 马 氏 链 PP 的 n 次 宪 Pr = (pt) 是 此 链 的 mn 步 转移 概率 : pi?? = PLX = 
jlXo = 让 
. 如果 pi > 0, 则 存在 mm < n 使 得 ei” > 0 


提示 : 参照 引 理 1.12 的 证 法 , 给 定 n, 令 与 = max{m < n: Xm = 间 . 


. 证 明 fim pt = lim(1 一 s)Pals). (Abel 定理 ) 
LA 3 


" {Xn jn 为 E 土 是 马 氏 链 ， 设 中: Ek- E 的 一 一 陕 射 . 令 天 一 BLXn), 则 


(Xujn>o 是 瑟 上 的 马 氏 链 , 并 具有 与 (Xnjn>o 相同 的 性 质 . 车 # 不 是 一 一 
映射 , 情形 如 何 ? 


, 定义 ay = BIN = oo 其 中 Ni = #{n > 1: XX = 从 为 马 氏 链 访问 7 的 


次 数 , 则 

(al oa = 工 当 甩 仅 当 ;i 常 返 

{b) 当 了 常 返 ， {ii 三 fi; 当 了 非常 返 , ij 二 0. 
提示 : 定义 a = 了 [Ni > 对 , 并 证 明 a = foo 


k—1) 
订 : 


i 


* 设 【天 mm 与 【md 是 两 独立 的 不 可 约 的 马 氏 链 ， 周期 分 别 为 dl 利 da. 


证 明 当 且 仅 当心 和 ds 互 罕 时 , (Zn := (Xn, Yi)}nzo 是 不 可 约 的 . 此 时 具有 
局 期 由 内 . 


(排队 论 ) 设 fr : n 2 0} 是 取 值 于 ZC 独立 同 分 布 序列 , Plé = 让 = jp (i = 


0 2 令 pi = (C05 一 耻 + 十 则 ( 开 n)nzo 为 马 氏 过 程 , 并 写 出 转 
移 和 矩阵 . 

(这 是 一 个 离散 的 排队 论 模型 .5 表示 第 n 时 间 段 来 到 一 个 柜台 要 求 服务 
的 顾客 数 . 和 +: 为 n+ 1 时刻 等 待 服务 的 顾客 数 . } 

(库存 模型 】 设 {1;so 是 取 值 于 多: 独立 同 分 布 序列 , Plén = 让 = pi (i = 
0,1,2,.…). 固定 G<s<5<o, 令 


x _ Kn 一 ED 车 s < ,< 5 
”se 车 Xs 
则 (和 )n>o 为 马 氏 过 程 , 并 写 出 转移 矩阵 . 
(这 是 一 个 典型 的 库存 模型 ,上 为 每 天 的 需求 量 , (s, 5S) 为 库存 策略 , 即 若 商 
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品 的 库存 量 X, 不 多 于 s 时 , 则 立即 进货 到 库存 量 5; 若 商 晶 的 库存 量 多 于 
s 时 . 则 无 需 进 货 ,) 


(基因 模型 ) 假设 基因 的 种 类 有 两 种 : 一 类 为 4 型 , 另 一 类 为 B 型 , 基因 的 
总 数 是 2N, 下 一 代 的 基因 构成 取决 于 2N 次 独立 的 二 项 试验 , 即 上 一 代 包 
含 i 个 4 型 和 2N 一 i 个 B 型 , 那么 每 次 试验 的 结果 是 4 或 B 的 概率 分 
别 为 | 
全 
bi= a w=1l- Pp 

令 高 为 第 代 4 型 基因 的 个 数 , 则 (XX,),o 为 马 氏 过 程 , 并 写 出 转移 逢 
泛 . 试 证 明 

(a) 0,2N 是 两 个 吸收 态 ; 

(b) 当 0<j<2N 时 ，lim pl =0; 而 im pl =1-if2N, lim 以 ov = 

i/2N. 1 Ro + 


(分 支 过 程 ) 设 {Yi : n,k > 1] 是 取 值 于 2 独立 同 分 布 序列 , PY = 日 = 
jeri 二 ,1,9,,.…. 令 


Rn 
Kntl = York Xo 二 1], 区 衬 0. 
==1 


则 (xn)n>e 是 马 氏 过 程 , 并 证 明 : 
{a) 其 转移 矩阵 PP = (py) 为 


工 二 性 
(pb) 请 mm = 型 半 or = Var(X1) (方差 ) 则 EX, = mn， 


人 
om 若 mm 关 1 
War 二， = m1 


naz, 若 m=1. 
(一 般 状 态 空 间 马 氏 链 ) 设 (已 ,多 ) 是 可 测 空间 ,P(x, A} (A € 多 为 转移 概 
率 测 度 . 若 X = (Xnwo 随机 过 程 满足 如 下 的 马 开 性 ; 
PXTE 4 = 可 = Pr 4， 


则 称 X 为 至 上 的 离散 时 间 的 马 氏 过 程 ， 试 写 出 (Xo, XX, ,Xn) 的 联合 
分 布 . 
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设 (XX,)nzo 为 本 上 的 不 可 约 的 , 非 周期 的 马 氏 链 . 证 明 链 非常 返 当 且 仪 当 
对 任意 的 初始 分 布 , 都 有 Xn 一 co a.s.; 链 零 常 返 当 且 仅 当 上 式 依 概 率 而 非 
a.s. 的 意义 下 成 立 . 


证 明 推论 1.19， 
- (古典 耦合 ) 设 (Xn)n>o 与 (加 js>o 是 两 个 不 可 约 的 非 周 期 的 马 氏 链 . 定义 
看 合 时 间 
Te = inf{n 0: Frntw) = Yl)}. 
构造 耦合 过 程 2 如 下 ; 


2 {w) 一 (Xn Yn) le) 如 < 了 fi 
(Xm Xn)(w) n> ro). 


证 明 掉 合 过 程 (2,)，o 为 马 氏 链 , 并 讨论 其 不 可 约 性 和 周期 性 ， 更 进一步 ， 
如 (Xn jnz0 与 (Yh)nso {下 } 常 返 ， (Zn jnasz0 是 和 否 (上) 常 返 ? 
设 (Xjn20 是 常 返 的 马 氏 链 , 且 Xo = 考虑 i 的 相继 的 返回 时 间 间 隔 : 


ni=inf{n > 和 TH 一 in 和 > 人 :一 和 一 天 天 六 1 


(a) 证 明 7k, 1 独立 间 分 布 . 


(bl 令 Yn = 大 十 + 则 [Yan 基 时 齐 的 马 氏 链 ， 且 与 (Xn)nzn 有 相同 的 
转移 矩阵 . 


( 双 随 机 阵 ) 设 P = (2 站) 为 有 限 的 不 可 约 双 随机 阵 ， 即 2 pis 一 1.7 = 
1.…… .m. 证 明 此 马 氏 链 的 平稳 分 布 为 {1,2,… ,m} 上 的 均匀 分 布 . 
(对 偶 过 程 ) 设 P 为 马 氏 链 , j4 为 其 不 变 测 度 . 定义 页 j = jp/ps， 证 明 
(By) 是 马 氏 链 . P 称 为 的 对 侦 过 程 . 并 由 此 证 明 

(a) 马 氏 链 P 不 可 约 当 且 仅 当 其 对 侦 过 程 不 可 的; 

(b) 杞 氏 链 P 常 返 当 且 仅 当 其 对 侦 过 程 P 常 返 ; 

[ce) 马 氏 链 PP 正常 返 当 且 仅 当 其 对 偶 过 程 PP 正常 返 . 
{可 道 性 ) 马 氏 链 总 称 为 可 北 的 ,如 果 对 任意 的 时 刻 n,m 2 0 及 状态 i,j E 
EE, 都 有 

FIX» = i Xm = 中 一 | 入" = Xm 一 于 (1.37) 
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(8) 站 .37) 等 价 于 对 任意 的 时 刻 41,… ,mm 及 状态 下 ,tr E 吾 ， 


PX = i Rn, = bin) = PN, = i Kn, = |. 


(hb) 马 氏 链 可 道 当 且 仅 当 存 在 平稳 分 布 {Ti) 使 得 Ti 和 = TyPyi: 

设 转移 镍 阵 P 的 第 一 列 为 {eo,ei;， } 且 了 Pi il 二 1 一 dt = 0,1, 1 此 链 
何 时 不 可 约 ? 并 证 明 如 果 此 链 不 可 约 , 则 链 常 返 当 且 仅 当 站 = oo. 更 进 
一 步 , 此 链 何 时 零 常 返 ? 何 时 正常 返 ? 

设 转移 窒 隆 P 的 第 一 行为 {go; ga 有 Bii-i = 1,t = 0,1,.….. 其 中 
i > 0. 2 各 = 1. 证 骨 此 链 不 可 约 且 常 返 . 讨论 此 链 何 时 堆 常 返 ? 何 时 正常 
返 ? 

考虑 Z+ 上 的 马 氏 链 ,其 转移 矩阵 为 poi = qi; pio 一 1 其 中 必 > 0, 90 =1. 
讨论 此 链 的 周期 性 、 常 返 性 与 正常 返 性 . 


如 正 整 数 s,sz,.…. ,sm 有 最 大 会 因子 Le 则 存在 正 整 数 N, 使 得 当 n > NN 时 ， 
有 非 负 整数 acz，… ,cm 使 得 nd = 2 Cisi， 


提示 : 存在 n1,… ,nm 使 得 4 = nasal 二 hmsm; 令 g= misir 一 
ni 

2 TiS 则 gg=r+d. 车 r 关 人 0, 取 N= tr jd) 即 可 . 

设 马 氏 过 程 P 具有 平稳 分 布 人 证 明 初 始 分 布 { 即 X6 的 分 布 ) 为 r, 则 对 

任意 n > 0, Xn 的 分 布 都 是 r. 这 也 是 称 之 为 平稳 分 布 的 原因 . 


有 限 状 态 空间 的 马 氏 链 至 少 有 一 个 常 运 状态 , 日 不 本 能 有 零 常 返 状态 . 进而 
不 可 约 的 有 限 状 态 室 间 的 马 氏 链 必定 正常 返 . 


设 马 氏 链 的 状态 空间 C 为 不 可 约 闭 集 , 则 C 可 分 成 d 个 不 交集 : 
世 
0 = 2», GG,. 
人 一 1 


从 性 一 Gm 中 的 状态 出 发 , 下 一 步 转移 必定 落 入 Gi hitmodd、 
提示 : 可 先 固定 一 个 状态 i, 使 用 命题 1.27, 令 


= {jEC: 存 在 m0, 使 得 pet > 中， 


则 C = 分 Gm 且 GnG, = (rs) ;然后 再 证 明 所 得 的 分 解 与 预先 因 
m=1 
定 的 状态 i 无关 
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. 讨论 如 下 马 氏 链 的 状态 分 类 及 其 极限 分 布 : 
! D 1 0 
5 5 
0 0 0 1 
P=it 1 1 . 
4 3 45 
1 1 
令 
的 ,] 0<ab<l. 
b 1—b 
证 明 


,讨论 以 下 几 个 马 氏 链 的 常 返 与 正常 返 . 
(a) 考虑 直线 2 上 的 随机 游 动 , 即 pispi = pypiii 二 1 一 p00<p<1)i 为 
整数 当 p = 1/2 时 , 称 为 对 称 随 机 游 动 . 试 确定 pt3). 
(b) 考虑 半 直 线 Z, 上 的 随机 洲 动 , 即 poo = 1 一 p,piiti 二 PE 寡人 .pis-1 一 
1—-pli21). 
fce) 考虑 直线 Z 上 的 马 氏 链 ; pii42 = ppis_1 = 1 一 p(0 < p <1),1 为 整 
数 . 


{al 考 虚 二 维 的 对 称 随机 游 动 , 即 
PF) = P13) = PitD) = PGE-D = 1/4, 
则 上 填 过 程 是 两 个 一 维 的 对 称 随机 游 动 的 独立 看 合 , 从 而 此 过 程 是 常 返 
的 . 
(b) 对 三 维 空间 中 的 对 称 随 机 游 动 { 即 从 一 点 向 六 个 紧邻 点 运动 的 概率 都 
是 1/6 ), 结论 如 何 ? 
. 考虑 如 下 的 马 氏 链 : 


Po Pi Pa: Pm 
Pm Po Bl '** Pm—1 
Dmp3.. Po 
其 中 0D<m<la+ 声 二 … 二 pn = 1, 试 确定 其 平稳 分 布 itm Pi 
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和 4 


ek 


运用 第 一 迭代 法 证 明 命题 1.45 和 1.46. 
证 明定 理 1.43 中 第 二 迭代 法 得 到 最 小 非 负 解 与 第 一 选 代 法 得 到 的 一 致 
记 mi = 屯 7. 固定 了 E 吾 ,给 出 如 下 方程 的 非 负 最 小 解 , 并 说 明 其 概率 售 
六 ， 
Ti = PER 十 miy- 
本 
设 P 不 可 约 . 固定 j & E, 则 P 常 返 当 且 仅 当 方 程 
Ti = PN + paiy 
ki 
的 最 小 解 zx? = 1, vie EE. 
设 P 由 定理 1.35 的 证 明 中 所 定义 , 划 ， 
人) 对 马 民 链 P 和 Pi#0, fn=j 且 B= > 19 
(bp) Jam 和) < Pillimsup 训 。= ooj < 1 一 fm， 从 而 若 P 常 运 则 
HR 
P 是 有 限 状 态 空 间 上 上 的 过 万 的 蕊 民 链 其 遍历 测度 为 (i : i € E), 记 
= (dj 为 dij = By — Ti), 则 
(a} D 存在 且 有 限 ， di = afm 对 宇 关 沁 ij = dy; ~ Tm) 这 里 
hi = (Elith - Er ); 


{b) 2 dsy 二 -0 有 tr(D) = 和 Ton 一 入 TNT. 
2 


设 P 为 有 限 状 态 空间 上 的 遍历 马 氏 链 ，P 为 其 对 侦 过 程 { 力 习 题 19)， 则 
hii = Thii 且 tr(D}) = trih D). ( 带 “的 对 应 于 过 程 P, 


依照 第 五 节 中 第 一 款 的 方法 , 讨论 状态 空间 为 和 上 的 随机 游 动 的 常 返 性 
和 遍历 性 . 即 设 (Xn)jn>o 为 直线 上 的 随机 游 动 , 具有 如 下 定义 的 转移 矩阵 
P= (pi 对 iE ZB, pistl = Pp l= pi 十 p+g+rm-1. 假 
定 p> 0,7ri 之 0,q > 0D. 显然 ,如 天 ,r= 0, 此 过 程 有 周期 3; 否则 ,为 非 周 
期 的 . 假定 ro > 0, 从 而 过 程 非 周期 , 试 讨论 其 常 返 性 与 遍历 性 ， 


. 在 排队 论 中 , 慨 设 单位 时 间 来 到 的 烽 客 人 数 分 别 服从 Poisson 分 布 和 几何 分 


布 , 试 分 别 讨论 相应 过 程 的 常 返 忻 与 迪 历 性 , 并 在 遍历 的 前 提 下 , 求 出 平稳 
分 布 . 
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{排队 论 的 对 侦 ) 设 {En js>o 是 到 值 于 Z+ 独立 后 分 布 随机 变量 序列 . PI&,, = 


= 二 二 0,1,2,…) 令 证 二 (Xn 二 1 一 hj+ ,n> 1, 则 


43， 


44, 


4 全， 


(a) (Xa)nyo 为 马 氏 过 程 , 并 写 出 转移 第 阵 ; 
(bh) 记 p= D> kp 则 链 常 返 当 且 仅 当 p > 1 而 链 适 历 当 目 仅 当 p > 1 
(c) 在 遍历 的 条 件 下 如 何 得 到 平稳 分 布 ? 

(这 是 排队 论 的 对 偶 . 其 含义 是 单位 时 间 来 的 顾客 数 为 1, 而 可 以 提供 


服务 的 服务 员 人 数 是 随机 的 , 即 如 表示 第 ”时 间 段 服务 员 数 .X+ 1 为 
nl 十 1 时 刻 等 待 服 务 的 顾客 数 . ) 


马 氏 链 的 转 称 第 阵 P = (pi;) 如 下 : 
b; 若 4 一 
Pi oz- 着 ji 一 1 
0, 其 他 . 


其 中 a; > 0b > 0 St _ 1 nh = 1. 讨论 马 氏 链 P 的 常 返 性 和 台历 
性 - - 


(分 次 过 程 续 ) 
(a) 用 概率 方法 直接 证 明 fiv = [六 oj 
提示 : 由 独立 性 及 fio 的 定义 可 知 fio = im pi 


(b) 在 分 支 过 程 中 , 若 p = 2 kak > 1, 讨论 当 一 o0 时, XX 的 行为 . 
=1 


lc) 在 扩展 的 分 支 过 程 中 , 记 P(z) = 六 przt,z E10,1]. 著 PA(1)<o% 且 
二 D 
p < 4 则 如 何 得 到 平稳 分 布 ? 


设 PP 为 转移 卸 阵 , 定义 
V(P) = aaup》 pa ~ pit 
下 了 起 


证 明 : 
V(Pntmj gs VP (Pp™). 
利用 题 16 所 定义 的 了 证 明 


VIP™) & suphPi;lr > nl. 
嫩 
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从 而 车 
sup Bijr < oo， 
则 nm VIP®) = 0, 
46. 设 忆 为 有 限 状 态 空间 们 ,2,… ,N} 上 的 对 称 的 马 氏 链 , 即 p;; = Di 
(a) 给 定 1&1i& NN, 定义 


Ei(n) = yp log ps"), {1.38) 
了 


证 明 E(n) 是 关于 n > 0 的 非 增 函 数 ， 更 进一步 地 , 存在 C < co 和 
cx<l 使 得 
iogn + Ei{n) & Ca”, 
{b) 对 范 数 区 类 似 于 (1.38) 定义 


Ti(n) = 3 wp ). 


讨论 什么 样 的 函数 由 使 得 更 i(n) 具有 (8) 中 的 单调 性 和 收敛 性 . 


47, 对 于 有 限 不 可 约 非 周期 的 马 氏 链 , 证 明 : 
(a) 存在 n 使 得 对 所 有 i.j, pt" > 人: 
(b) 存在 C < oo 和 p < 1, 使 得 对 仔 意 的 ij， 


pn nl g Co n>. 
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82.1 连续 时 间 参 数 马 氏 链 ”唯一 性 


定义 3.1. 说 五 可 数 , 称 (和 jsp 为 马 氏 链 , 若 对 一 切 0&ti <t2 <-…<th 和 和 
31, 42， ln Et E, 下 述 马 氏 性 成 立 : 


PR, = in|Xe = i ,Ke = in-1) =P[X, = inlX,_, = in-1]. 
此 链 称 为 时 齐 的 ,如 果 
PH = 3Xs = = PX, = jlXo = =: pi(t — $). 
此 时 , 记 P(#) = (pr 的) 并 称 之 为 转移 概率 矩阵 . 显然 , 它 具有 如 下 性 质 : 


(1) 非 负 性 P(f) > 0，t 之 人 10; 
(2) 范 条 件 PD)1=1, 即 pj(D)=1, t>0: 
(3) C--K 条 件 (Chapman-Kolmogorov 方程 ) P(t + s) 一 P(t)Pls); (对 应 于 乌 
外 性 ) 
{4 连续 性 条 件 【 跳 条 件 ] tim P{t) = 1 = (bi;). 
1936 年 , A. N. Kolmogorov 证 明了 如 下 结果 : 


i 1 
=: gq € (0, 00], lm ea ) - :i [0,00)，j 了 关 旨 (2.1) 


而 且 宁 gi; < %, 如 已 知 极限 存在 , 则 后 一 结果 是 下 式 
i¥i 


> Pit) _ 1- 1 Put) 


了 
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及 Fatou 引 理 的 简单 推论 . 极限 的 存在 性 远 非 平凡 . 因为 上 面 的 (4 只 候 定 了 连 
续 性 , 为 导出 零 反 的 可 微 性 自然 不 够 , 需要 用 到 其 余 性 质 . 例如 第 一 个 极限 的 存 
四 了 次 可 加 起 数 的 性 质 . 


= (gi), 并 称 之 为 9 算 阵 . 留心 q; 可 以 为 se, 而 且 可 能 出 现 和 qaj < i 


这 些 情况 在 数学 上 产生 诸多 困难 好 在 实际 应 用 中 所 需 的 几乎 都 用 不 着 这 么 复 
杂 . 


定义 2.2， 称 咏 符 阵 

全 稳定 : 如 对 一 其 于 Qi < oO; 

保守 : 如 对 一 切记 和 gj = 久生 二 20 = Oi = 
Tt J 





对 于 全 稳定 情形 , 由 条 件 (4) 可 推出 过 程 的 轨道 必定 是 ( 右 连 续 的 ) 阶梯 函 
数 . 因而 我 们 也 称 之 为 跳 条 件 . 


定理 2.3 (QQ 矩阵 的 概率 意义 ). 


(1) PX, =i,0&3E 由 一 Et 从 而 ， 车 Gi 二 0, 则 Pi|X, = 六 0 二 1, 到 
i 为 吸收 态 ， 


(2) 设 和 E000); 则 PP[X7 二 站 = qi/9i(j 关 让 .此 处 为 (Xi) 的 第 一 次 跳 : 
= inf{t > 0: X, # Xo}. 


证 明 {1) 由 过 程 的 轨道 的 右 连 续 性 和 马 氏 性 , 有 
PlXs = 10 和 R53 im! PilXg yar 一 站 大 一 人 1 


= lim PaaltA2n)2 
Ti 


a 
= lin » (1 - Ee) {由 {2.11] 


天 一 


-= 和 
(2) 设 i 关 ji, 令 
Ri;(h) 一 PX = j|X = i, Xtk A 让 ， 


则 
lin , PLX = 一 下 肥 t 二 一 中 
0 PlXirs 关 引 Xi! 二 让 
， Pis( (hh 
一 
一 归口 
ti 


P| 六 = 站 = ln 3 Hist(h) = 





名 .1 。 连 纺 时 间 参 数 马 氏 链 ”唯一 性 .49. 





以 下 是 连续 时 间 马 氏 链 的 样本 轨道 示意 图 ， 





t 


从 现在 开始 , 我 们 总 假定 所 给 定 和 的 8@ 年 阵 全 稳定 且 保 守 ， 
由 CK 方程 PT = P(t}P(s) 出 发 , 分 别 关于 t 和 s 在 零点 取 导 数 , 形 
式 上 可 导出 两 个 微分 方程 (Kolmogorov (1931)): 


桔 氏 癌 后 方程 P'(t) = QP(t), (2.2) 
柯 氏 向 前 方程 P'(t) = PN (2.3) 


两 个 方程 都 是 无 穷 维 得 分 方程 组 . 类 羽 于 微分 方程 , 在 实际 中 , 我 们 知道 的 
是 外 而 非 PY. 


定义 2.4。 称 满足 定义 2.1 中 的 条 从 (1), (3), (4) 及 Pb1S1I 的 下 为 驴 过 
程 , 锁 荐 P(t)ji0 = 总 . 


现在 , 自然 要 问 对 于 给 定 矩阵 @, Q 过 程 是 否 存 在 ? 是 否 唯 一 ? 首先 , 回顾 
全 稳定 、 保 守 的 假设 , 因而 有 


定理 2.5、 每 一 @ 过程 都 满足 向 后 方程 . 


此 定理 的 证 明 不 算 太 潍 . 由 此 出 发 , @ 过 程 的 存在 、 唯 一 性 就 化 为 癌 后 方程 
的 解 的 存在 、 唯 一 性 . 然而 , 并 非 @ 过 程 拘 满足 向 前 方程 . 换言之 , 两 个 方程 的 
地 位 并 不 平等 . 在 进 -- 步 深入 之 前 , 我 们 说 明 这 两 个 方程 的 等 价 积分 形式 ， 


向 后 方程 。 pytt) = > / qe pesls)ds + Gise™ 2 


i 
向 前 方程 下 = Dik tS ) ok 人 ?ds + 人 e bt. (2.5) 
改天 了 
这 两 个 积分 方程 都 有 很 好 的 概率 意义 . 前 者 是 关于 过 程 “第 一 雇 跳 的 分 解 ”， 
而 后 者 则 是 关于 “t+ 之 前 最 后 一 次 跳 的 分 解 ”. 今 详 述 之 . 
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首先 , e %! = Pi[Xs 在 人 0 寺内 不 跳 . 如 9; 关 0, 则 在 [0,# 内 必 有 跳 ， 


. 
pitt) = / die i 2 pki(t — s)ds, 
其 中 gie-9* 为 在 I0,4] 内 不 跳 的 概率 密 许 , gx /a; 为 从 i 跑 至 上 的 概率 ; pj;(t-… s) 
表示 从 大 出 发 、 再 经 过 + 一 长 的 时 间 到 达 j, 把 + 一 s 换 成 s 即 得 前 一 方程 . 
其 次 , 依然 设 i1 关 j, 则 


pi{t = fr = Xsids 二 记 在 |s +ds, 相 内 无 中] 
ki 


一 -Tf/? 正 ,[ 在 fs 十 ds,t| 内 无 跳 |X, = 卡 ， 苹 stds 三 只 


kj 
“PilXs+ds = IX = -Pi[X, = 


= -yf e Hl) pey (ds)pir(s) 


ki 


= -Tf em gjpin(s)ds. (因为 pry(ds) = gr;ds) 


ki 


由 此 导出 积分 形式 的 向 前 方程. 
现在 , 我 们 可 以 陈述 第 一 个 主要 结果 


定理 2.6 ([19]).，Q@ 过 程 总 存在 事实 上 ,向 后 、 疝 前 方程 有 相同 的 最 小 解 
P™n(t), 从 而 任 一 @ 过程 P(E) > Pen 人 fb 即 p(t) > p(t). 
事实 上 , 依据 第 一 选 代 法 , 命 
| =0, 


ptt )= 工 / 各 (一 sg, ppl (s Jds + 6 上 at nD, 
ki 


则 其 六 的 1 p(t). 

在 @ 过 程 研究 中 , 常 使 用 一 种 更 为 简单 的 方法 , 即 采用 拉 氏 变换 (如 同 常 微 
分 方程 ), 称 之 为 预 解 式 . 命 p;;(A) = 后 etpii 人 的 dt， 入 > 此 时 , PQ) 的 四 个 
条 件 分 别 转化 为 如 下 五 个 条 件 : 


(1 非 负 性 PO) 20; 
(2) 范 条 件 XP(XML & 1; 
(3) 预 解 条 件 PA]) -已 各 十 人 一 站 POP = 0; 
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(对 跳 条 件 Jim MPO) -DN =0; 
(5) 条 件 lim AMAPO -DD=Q. 


进一步 ,两 个 积分 方程 分 别 化 成 以 下 代数 方程 











站 后 方程 zu 7 人 FE (2.6) 
向 前 方程 。 pg 人 -rt + 7 


关于 这 两 个 方程 , 也 得 出 相同 的 最 小 解 Pmin(X), 而 且 任 一 Q 过 程 必 定 满足 
PIM) > Pmin(A)， 
现在 , 得 出 


0 < ps 的 -8" 的 = 二-lps 扩 一 p 昌 "(和 
ki + 





如 果 @ 过 程 不 唯一 , 则 方程 





kk 
Wi 一 >, 
人 十 人 


必定 有 非 零 、 非 负 有 界 解 . 即 方程 
| (A + qi) ~ ik Uk 
Ogm gl 
必定 有 非 平凡 解 . 由 此 不 难 理解 以 下 的 唯一 性 准则 : 


定理 2.7 ([20, 51]). @ 过 程 难 一 的 充 要 条 件 是 对 于 某 (等 价 地 , 一 切 ) > 0, 方 * 
程 (2.8) 只 有 零 解 

此 定理 证 明 的 难点 自然 是 必要 性 , 即 (2.8) 有 非 零 解 时 , 构造 出 异 于 Pmin(X) 
的 过程 

P(A) = PAY+ 7 

事实 上 可 构造 出 无 穷 多 . 因而 非 唯一 时 必定 有 无 穷 多 个 @ 过 程 , 这 也 反 过 来 体 
现 出 唯一 性 的 重要 地 位 . 

此 唯一 性 准则 自然 有 很 多 应 用 . 最 简单 的 情形 如 次 ， 


推论 2.8， 如 M := supgi < oo, 则 Q 过 程 唯一 . 
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证 明 设 w; 为 方程 (2.8) 的 任 一 解 . 记 立 = sup 由 和 1. 如 立 >0, 则 








_ ik i 
= ,三 》 》 
世 Sup 了 sup 2 和 Mk 达 GC J) 


T dn 
二 于 8UP 一 一 一 一 一 一 < 到 
AAG 十 村 


矛盾 . 口 

定理 2.7 的 最 好 的 应 用 是 所 谓 单 生 过 程 , 留待 以 后 再 作 讨论 . 此 定理 的 优美 
之 处 是 Q 矩阵 , 而 且 方程 (2.8) 的 最 大 解 也 存在 迁 代 算法 ， 然而 , 在 应 用 中 它 远 
非 想 象 的 那么 好 , 事实 上 , 对 于 多 维 情形 , 方程 (2.8) 几乎 是 不 可 解 的 . 曾 有 一 些 
统计 物理 模型 , 我 们 历经 多 年 才 找 到 解答 . 下 面 是 一 种 简单 实用 的 唯一 性 充分 条 
件 . 


定理 2.9([ 委 )， 人 假定 存在 序列 {E,}，En CE, 和 函数 少 >0 满足 

{1) FTE, sup gi < lim inf $;= 0; 

iEBE,, noe EE, 
(2) 存在 cE 网 使 得 329iy(@j 一 i) chi ii 吾 ， 
了 
划 名 过 程 唯 一 . 
通常 职 { 书 ,] 为 有 限 集 序列 . 本 质 条 件 是 {2). 
证 明 a) 到 
go = ylp,(d), i gt = qa). 
Ji 
* 则 由 (1) 知 sup gt” < oo, 从 而 唯一 决定 @ 过 程 P(X) = (pM? (和 ))， 其 次 , 以 


cf =cv0 代替 c 条 件 (2) 对 于 Q, = (g9) 满足 . 由 于 (pg :ie 可 是 向 
后 方程 
in) 
ik 0 
Ti 全 和 a Tk 十 A go 


上 


iEER 





的 最 小 解 , 由 线性 组 合 定 理 知 (> pt (A)9j : ie 到 是 方程 


dik i 
T= 
和 和 十 用 
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的 最 小 解 , 由 条 件 (2) 知 


qi .上 pt 
Ata™ Met Ara 


< (+ dn) )6i: > 5 a be + hilA— et). 
上 


入 > e+ 











故 由 比较 定 建 知 


Dr < ir < > 


b) 当 ie 时 , 对 于 一 切 4C BE,, 有 














i i A 
min 入 min( _ Tinf 
pra (NA) := -2 a) + 入 十 页 
(rn) 
dig min bia 
一 Pi (A) ny 
ki qe A+a™ 
而 当 i #4 EE 了 时， 
. qt {hy ba 
na (A) 20= A CE 
: 2 入 十 4 A 入 十 gt " 
故 由 比较 定理 知 
pnin(N) pM, ieE, ACE,. 
cy) 最 后 ， 


Mp) > Xp 加 (和 j=1 一 因 仿 (和) ( 因 (p30)) 不 中 断 ) 





命 n 一 % 得 出 Xp 时 "(A) 之 
设 {Pj( 和 )) 为 向 后 方程 的 任 - 解 , 则 由 最 小 性 及 范 条 件 知 1 和 Mg 全 芭 
Xpig( 和 A) = 1 从 而 必 有 Piy(X) = PBR"( 和 ),Y i,j & B, 部 证 得 唯一 性 口 


82.2” 常 返 性 与 遍历 性 


在 解决 了 @ 过 程 的 唯一 性 问题 之 后 , 下 一 步 的 任务 就 是 常 返 性 与 中 历 件 问 
题 了 . 
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首先 , 需要 解决 状态 的 分 类 问题 . 对 于 连续 时 间 情 形 , 可 以 证 明 
pi(t} > 0, 姓 关 而 ({ 易 证 ) 
pij( 关于 上 在 {0,co) 上 或 恒 为 正 或 恒 为 零 ， { 难 证 } 
因而 不 存在 周期 间 题 . 
命题 2.10.， (pij(t)) 不 可 约 < 会 加 = (990) 不 可 约 . 
以 下 限于 不 可 约 情形 , 且 总 假定 @ 正则 (规则 ), 即 全 稳定 、 保 守 且 @ 过 程 
唯一 . 
”定义 2.11. 
(1) 称 P(t) 常 返 , 若 对 一 切 产 > 0, 高 散 链 Ph) 常 返 > J pitt)di = oo 


(2) 称 Plt) 遍历, 若 对 一 切 产 > 0, 离散 链 P(A) 亡 历 <= lim pi(t) = > 
对 于 连续 时 间 情 形 , 常 返 性 比较 容易 处 理 . 事实 上 ， 可 归结 为 离散 时 间 情 形 . 
设 >>0， i. 命 


ji 三 后 /全 ， 了 于 关 巩 Bi=0, i,}€éE, 


则 BP = (5;;) 是 一 转移 柱 率 矩阵 ， 以 PP 为 转移 概率 的 离散 时 间 马 氏 链 称 为 殿 入 
链 或 姚 跃 链 . 称 为 跳跃 链 的 原因 如 下 . 命 ,7z,… 依次 为 跳跃 的 时 刻 , 即 7 = 
inf{t 之 0 ; Xt 关 Xo} 为 第 一 次 跳跃 的 时 刻 , ,mm = inf{t > mm 天 和 
为 第 n 次 跳 既 的 时 刻 . 定义 Y= 和 易 知 区 (15) 是 以 已 = (5;) 为 转移 矩阵 的 
离散 时 间 的 马 氏 链 . 


定理 2.12 ([5]). 


bat= De (2.9) 
性 三 0 
这 样 , 由 唯一 性 ， 
co 1 _[n 
/ midt = 2 > Bir. (2.10) 


证 明 由 于 (pe"n( 和 ) :ie 加 对 于 固定 的 j 是 方程 


Ti= Dd Gre/(A+g) rd/ +g), ieE 
天 了 


的 最 小 解 , 使 用 第 二 迁 代 法 , 得 出 
p93"(N) = 二 5 (N/A + 0), 
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其 中 全 为 为 下 述 和 矩阵 的 m 次 圳 : 
G(X) = qij/ (A + i), 1 A Gii(A) = 人 0, i,j Ee 五 
命 一 0, 由 单调 收敛 定理 得 


[ 
| oar = pO = 5/9.+ DO 


位 兰 1 


由 此 导出 所 需 断 言 . 口 
可 展 , 关于 正常 返 性 , 这 种 等 价 性 不 再 保持 , 而 且 不 可 比较 , 试想 想 其 中 的 道 
理 ! 当 利用 离散 链 Pth) 容易 得 到 以 下 的 结论 . 


定理 2.13. 
(1) 极限 im palt) = 7 与 i 无关. 
{2) 过 程 正常 把 当 且 仅 当 如 下 方程 解 唯一 : 


得 > 0, Y_ m=1, Dmigis = 0, ,ieEE. 
i i 


然而 , 我 们 依然 有 类 似 于 离散 时 间 情 形 的 判别 法 ， 


定理 2.14 ([52, 29, 58])、 设 驴 正则 ,不 可 纺 . 五 为 忆 的 非 空 有 限 子 集 . 则 此 
链 遍 历 当 且 仅 当 不 等 式 


| 2 YS 1l, i¥¢H, 
(2.11) 
2 2 i 00 
iEH jt 
有 有 限 非 负 解 . 

称 链 指数 遍历 , 如 果 存 在 常数 e > 0 及 si < co, 使 得 psy 一 ny| 和 coye-"t 
对 于 一 切 i,jeE 久 和 t 20 都 成 立 . 最 佳 ( 即 最 大 ) 的 a 称 为 指数 遍历 速度 . 


定理 2.15 ([58])， 设 外 和 瑟 同 上 , 则 此 链 指 数 遍历 当 且 羽 当 对 某 入 > 0, 入 < 
人 (Yi), 不 等 式 


2 Yi < —Ni ~ 1, i¥H, 
2 {2.12) 


YW < 0 
iEH jt 


有 有 限 非 负 解 . 
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这 些 定理 的 证 明 的 关键 在 于 建立 一 些 递 推 关系 . 类 似 于 离散 时 间 情 形 的 性 
和 nz, 我 们 定义 


on = inf{t27 :NEH), 
FD) = Pilon = rh > 


太白 = > ft 0), 


n=l 


fi = fi (0 0), fig = 直人) 


(21 


引 理 2,16， 沼 高 | = BH = 名 Bi; 则 fF = BiH, ft 一 = Barley 
讲 南 (fin : iE 也 ) 是 方程 

二 了 + Pin 12.14) 

keH 
的 最 小 解 . 车 日 非 空 有 限 , 则 此 马 氏 链 常 返 当 且 仅 当 对 于 一 切 寂 六 Fr 一 上 
证 明 注意 
7 =Pilop =7|= Bp. 
破 
fi = Pilog = T7411] = FPe [on = Ta] = pinJhH, nl 
KE EH 


然后 , 前 一 断言 由 第 二 近代 法 得 到 ， 后 一 断 守 可 由 定理 2.12, 命题 1.45 和 引 理 
144 导出 . 口 


引 理 2.17. 
fy (t) = Pne 1 


t 
f(t) = / qe 2», Pix fin {t — s)ds + >》 而 其 eq， nl (2.1N 
0 


上 中 天， 


证 明 由 定理 2.3, 有 
Fit) =P; [op 二 产 t] = Dine Yt, 


其 次 
ft) = Pilog= Tr >t) 
= P:;[op = Ti >t2n]+P;iop 二 Tn+11 Tl > t| 


=: 十 1 nn 之 1. 


又 ,2 常 返 性 与 过 历 性 .57 ， 








由 强 马 氏 性 得 出 
上 
I = / qe) DigPr [op = Th > t— slds 
b Kk 
1 
fae Fp 
0 keH 
和 
ll= | HE 》 HixrPx [on = Tr lds = > Pur fH et : 
t EH KH 
然后 , 由 妇 半 法 得 出 所 需 断 言 . 口 
命 
eA) = | ed en(A) = ei), O&A<t viek. (2.16) 
0 n=1 
引 理 2.18.。 我 们 有 
_1 
ci(A) = 3 
elt A 2, Birel (A 2 Bpfl. 
i A A 
特别 地 ,feinfAj ie 五) 是 方程 
Ti 二 pi Bp 十 fin, i€ (2.17) 
kgH 
的 最 小 解 . 
证 明 ”只 希 证 明 后 一 断言 . 为 此 , 应 用 定理 1.43 于 
9 3 
KE 


并 注意 由 引 理 2.16, g; = fy (iE BE). 口 


引 理 2.19。 车 链 廊 历 ， 则 对 ¥Y i E 再 eipf0) = Egg < 230， 进而 对 YiE 
E,ein (0) < 0. 


证 明 a 命 Oi} 则 对 iE Ho & oi, 再 令 Hii 一 P,|ci 1， 由 用 类 似 证 
明 {2.4) 的 方法 可 证 


+ 
py(t) = buye- mt + / pylt — sjdFy(s). (2.18) 
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作 Laplace 变换 得 出 (1 = 六 


pi) = -POCO 








让 十 机 
即 
i 1 fi 
和 Apr = A 十 页 ( 及 ) 
这 里 ji( 和 A) = 放 e ”dFisls), 并 且 
lim ~ ~ ) = 上 sdFiits) = Eo;. 
于 是 


0 < ;= di 1 Pa = = lim 1 Apa(\) = (qiEigi) 
b) 给 定 3¥ 再 ,选取 和 有 ,in = i 使 得 ioe 日, 且 
Pioiy “ "Pi 1i > 0, 


因为 ert0) < ec, 由 引 理 1.34 及 引 理 1.44 即 得 后 一 结论 。 口 
定理 2.14 的 证 明 a} 假定 链 常 返 , 则 由 引 理 2.16 知 fin# = 1 对 于 一 切 i 成 立 , 
从 而 由 引 理 2.18 知 , (er ;ie 一 是 方程 





2 Bkrk tex iEE 
i 本 
的 最 小 解 . 
者 链 正常 返 ， 则 由 引 悍 3.19 知 对 vieE,entd) < 0, 命 人 二 DiE 瑟 和 
yi = iH(0),i FH, 对 ig HH, 


2 = DY gyesn (0) 


再 
同时 
DD dy = », > gijeiH (0 = > (grein(0) -1])<o% 
iEH iF i€EH jg 证 下 
故 (2.11) 戚 立 ， 


b) 反方 向 的 证 明 关 似 于 离散 参数 情形 , 设 (zi) 是 方程 
Yaritig0, i¢H, 


> 2 0 < 00 


iEH j¥t 


82.3” 常 返 性 与 遍历 性 .50 ， 


的 最 小 解 . 定义 
1， i#¥ 五 ; 
一 一 2 qTi: 1 二 万 ， 
了 
则 
ot) qr; & 0, ieE. 
了 
于 是 对 YA>0, 





dis Ci—AC 
Tie + AT 1 Eb, 
Ji 


此 处 c=0ninf{fey/X :jE E}>—o%. 
又 , (pi(2)) 满足 癌 后 方程 (2.6), 由 比较 定理 (定理 1.40 ) 得 出 


Ti 一 已 次 >》 p5(NfGi — Ac]), iEE. 
了 
现在 , 由 正则 性 , A Riz(A) = 1 从 而 
1 


站 i 次 pis(Mey, iEE, A>O. 


i 
进而 
了 pi 入 十》 BGA 十》 pt Ne -1). 

后 百 je jEH 
即 

Mi 21+ Dd MoO) -D), ieE,X>t. 

jEH 
出 于 
lim Mpi(%) = Jim p(t) = mij = ty, 

可 见 


021+T》 ,mle ~1), 


jeH 


由 不 可 约 性 , 这 说 明 对 于 一 切 jx; >0.。 口 
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$2.3” 单 生 过 程 与 生 灭 过 程 


我 们 已 经 讨论 了 马 氏 链 的 四 个 基本 课题 : 

(1) 唯一 性 ，{2) 常 返 性 ，(3) 遍历 性 ，(4) 指数 遍历 性 . 

所 有 的 判别 法 都 使 用 了 检验 函数 (yi) 或 (i), 这 是 -- 般 情形 所 能 期 望 得 出 
的 最 好 解答 . 无 需 检 验 函数 的 马 氏 链 , 主要 只 有 两 类 ， -类 是 单 生 过 程 , 另 -- 类 是 
分 支 过 程 . 我 们 先 介绍 单 生 过 程 . 


定义 2.20， 称 外 一 tr: 62) 为 单 生 心 矩阵 ,着 Gafl > 得 做 ,7 二 
,i 之 0 空 2. 而 称 已 为 生 灭 名 和 矩阵 ， 带 #ii+1 一 ; ts > Of 字 0), ii! 一 ; Qi 和 > 0, 
市 且 对 一 切 i 一 中 之 2， Oj 二 0. 


下 面 , 我 们 稍 许 放宽 条 件 : 即 允 许 
N:= max{i+l: gi+1 = 人 0} < o00, 


当 N = max@ = 0 时 , 则 回 到 单 生 OQ 和 矩阵. 当 N > 1 时 则 分 别称 之 为 单 生 型 
或 生 灭 型 O 矩阵 


唯一 性 

定理 2231， 对 于 每 1 > 定义 mo 号 ou+ 实 内 六 wo 并 
j= =N 并 

约定 于 = 0 则 Q 过 程 唯一 当 旧 仅 当 > mn = oo 竺 别 地 , 对 于 生 灭 型, 我们 





证 明 a) 内 需 证 明 对 于 每 > 小 方程 
wi = gu/ (A+g), Ow 人 1 i>0 
i 
的 最 大 解 (wt) 恒 等 于 零 ， 当 N > 1 时 , 集 {0,1,.… ,NN -1} 构成 了 此 链 的 初子 
类 , 从 而 对 于 一 殷 i& N 一 1,u? =0. 
b} 定义 4 名 =- yg {<2 及 
j=0 


FY=1, k2N; 


(3) (让 afi) . (2.19) 
Fi = 2 软 /gl 上 >i 六 . 
I=i 
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则 wns = whl+ + 起 nk), n 之 入， 由 归纳 法 得 出 
Fggnnwiimn nN. (2.20) 
cj 设 {44) 满足 方程 : 


{1 + gjur = DY gu i 将 0， 对 于 一 切 KN-1,w=0 但 ww=1. (2.21) 
了 1 


应 用 外 于 入 =1, 只 需 证 明 (us) 无 界 当 且 仅 当 mn = co. 由 (2.21) 可 见 


n= 
Unti 一 Un 二 qintl Yq (wer — Wk) + un|, 0 (2.22) 
k=0 

从 而 w; 关于 1 单调 上 升 . 本 证 明 的 关键 在 于 下 述 估 计 : 
Hoy S Up — Wk SNEL 一 uv) Pt) 十 ER KN. (2.23) 
为 证 (2.23), 使 用 归纳 法 . 留意 mw 一 Qi 1 十 qr 1 = HN UN 并 顾及 

(2.22) 得 出 

nn 一] 


a 1 十 a qu (Ug+1 一 ux) + un 
k=N 


假定 对 于 一 切 下 Nk&n-l, (2.23) 成 立 . 现在 考虑 上 = n 情形 . 那么 


-1l T 
Unti ™ Un 二 人 ni nN. 








tint1 一 Un 窟 四 |] Ey nT mt > Mim nN 和 N+ 1, 
k= 


而 且 


ni—l1 
MN 一 
(pri — uN) PN) + qtN + 
k=N 


=- 上 
Untl ~ Un SE Gn ntl 





也 一 二 
十 2, qt) ma 十 
k=N 


ni—1 
< (ugri — uv)Pe) + 2 to + 2 em 
dn, +1 x 


三 (Unt 一 wn) FIN) 十 nm， 负 空 N+1. 
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d) 最 后 证 明 , (us) 有 界 当 且 仅 当 届 := 这 ms < oo 先 设 w := lim ui < 
n=N Toc 
ec, 则 由 (2.23} 得 出 


Li 


oc 
R= Dm™ 委 Jr — Uk) = Uo 一 1 < o0. 


反之 , 设 RR < oc. 因为 
a =- 日 Stl] kaoN 
pm ur Ei A + 


可 见 只 要 w+uau ~ 1 一 0, 就 有 


nh 
[I w Be, 
Uk Wk 


k 
进而 

De 
同时 化 散 . 但 由 (2.23) 和 (2.20) 得 出 


0 ULV —1& {unr 一 un)ur FR" 十 7 
& [1+ (uw+rl ~ UN jeN n+] Mig 


综合 以 上 事实 , 便 可 导出 所 需 结论 ， 口 
下 一 结果 说 明 , 对 于 唯一 性 而 言 , N = 0 情形 是 本 质 的 . 其 概率 证 明 也 十 分 
有 趣 . 


定理 2.22， 设 入 之 1 任意 取 定 正 数 序列 (bi :i 入 一 让 . 如 giitl 二 0, 定义 
ijl 二 如 二 生 十 ;; 而 对 于 其 他 的 了 关 i 定义 而 = i; 则 (95) 过 程 唯一 当 
且 仅 当 (&;} 过 程 唯 一 , 换言之 , N 宇 的 情形 可 北 为 N = 0 的 情形 . 


证 明 以 (Xi 和 ( 允 ) 分 别 表示 由 (qiy) 和 (iy) 所 次 定 的 最 小 过 程 ， 我 们 需 
要 证 明 在 每 一 有 限时 间 上 , {Xt) 比 (这 多 跳 有 限 多 次 设 (X,】 为 一 最 小 过 
程 , 它 对 应 于 如 下 Q 答 阵 (6;)): 当 i NN 一 1 时 , 有 = 0; 而 对 于 一 切 i > WN， 
各 = gj- 留意 对 于 每 一 i < 六 -1 ( 玉 :) 以 参数 为 示 的 指数 律 停留 在 i 处 , 然 
后 跳 到 其 他 地 方 . 这 是 仅 有 的 方式 使 得 ( 吏 /) 产生 比 { 庆 :) 更 多 的 跳 ， 由 条 件 独 
立 性 及 N < oo 之 事实 , 这 种 跳 在 每 一 有 限时 间 久 间 内 至 多 只 有 有 限 多 .这样 ， 
在 每 一 有 限时 间 区 间 内 , (XX,} 至 多 比 (X4) 多 出 有 限 多 个 跳 . 同样 的 结论 适用 于 
(Xi) 和 (X), 因而 证 得 记述 断言 . 口 
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常 返 性 与 正常 返 性 , 命中 概率 及 其 一 阶 抵 


当 N = 0 时 , 下 述 两 定理 分 别 给 出 过 程 的 常 返 人 性 和 正常 返 性 判 准 ; 而 当 
NN > 时, 它们 分 别 给 出 过 程 以 概率 1 命中 集合 {0,.… ,NN -1} 和 命中 时 间 的 一 
和 阶 第 有 限 的 判 准 . 


定理 2.28、 荐 NN 二 0, 设 伺 不 可 约 . 蒂 六 1 设 对 于 每 和 交 ,存在 下, 
使 得 种 二 NN 一 1 县 gingiio -gisin >>0. 命 Tw 二 inf{t20; XN 下 人 
对 于 每 i 之 NN ( 如 N 之 1) {相应 地 ,i 宛 1 (如 NN 二 0)), 当 且 仅 当 PY = 


时 ， Phe < ool = 1, 其 中 (成) 由 (2.19) 所 定义 ， 对 于 生 赤 型 pl) = 1， 
了 = an onHBwH bn) n>N. 


定理 2.24， 在 定理 2.23 的 候 设 之 下 , 对 于 每 ;> N (如 请 之 1) ( 相应 地 ,> 1 
站 
(如 N = 0)), 当 且 仅 当 d := sup D/P < 时 ， 开 ;rw < 00, 其 中 


dy = 0, a > ds Eas) n>N. 


I= 
特别 地 , 对 于 生 灭 型 , dw = 0, dn = 1/bn + 他 QFt1 Onf bk bn}, n> 
k=N+l 
N. 


定理 2.23 和 定理 2.24 的 证 明 al 我 们 先 证 明 NN 2 1 的 情形 可 归结 为 N 一 0 的 
情形 . 

不 失 一 般 性 , 可 将 {0,… ,六 一 1} 视 为 单 点 0. 所 得 到 的 马 堪 链 是 以 0 为 吸 
收 态 的 单 生 过 程 . 这 样 , 我 们 就 把 WwW > 2 的 情况 归结 为 N = 1 的 情形 . 

给 定 一 个 马 氏 链 , 把 其 中 的 一 点 , 例如 说 原点 改 为 吸收 态 , 得 出 一 个 新 的 马 
氏 链 (Xo). 置 向 = inf {t 之 0: 计 : = 0}， 则 由 定理 2.12, 命题 1,44 和 定理 
2.14 知 , 原 马 氏 链 常 返 (相应 地 , 正常 返 ) 当 且 仅 当 Pi 向 < so] = 1 ( 相 记 地 ， 
Ei 和 < oo). 这 样 , 我 们 就 把 N = 1 情形 归结 为 w = 0 情形 . 

b) 往 证 常 返 性 . 先 证 : 车 8 = {9,;) 是 正则 不 可 约 @ 第 阵 , 则 相应 药 P(t) 
常 返 当日 仅 当 对 于 某 (等 价 地 , 任意 ) 固定 的 为, 方程 

ri= 》， gg，0S Ti 气 1， ieE (2.24) 
ka 

只 有 零 解 

事实 上 , 由 定理 2.12 和 引 理 1.44 及 引 理 2.16, 只 需 证 明 方 程 


Ti= GZkHGE 十 go iEE (2.25) 
kio,i 
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的 最 小 解 人 ) 便 等 于 1 注意 方程 (2.24) 下 方程 (2 2.25) 的 齐 次 方程 而 


事实 ， 便 可 得 出所 需 断 言 n 
c) 现在 , 为 证 明 过 程 的 常 运 性 , 只 需 证 : 当 且 仅 当 和 Fe < % 时 ,方程 
一 
(2.24) 有 非 平 凡 解 . 取 为 =0. 则 方程 (2.24) 有 非 平凡 解 当 且 仅 当 方程 


二 > ip/ di 0 = 1, tte 





RO 
有 非 负 有 界 解 . 但 后 一 方程 的 解 唯一 : 
X90=1] 1 
Titl — Ti = (> Qijt2i 一 了 让 十 on ja 
i=1 


- (Ft q(Ti 22) + + ao) /qn i 之 1. 


显然 , z; 关于 i 单调 上 升 . 因此 , 问题 归结 为 证 明 : {zi) 有 界 当 且 仅 当 六 Pio < 
上 一 < 四 
o0. 命 雄 = uk. 使 用 分 部 积分 公式 
= 1 


ni—1 
Du 一 y Uk 一 Uk 1 ] = 一 起 Fe ~ tl) + Ui. 
k=1 大 一 二 


得 出 
二 il i 
VY q(x 一 pb 二 DE 一 Ti) 一 Sarr 加 下) 
j=D 了 一 由 j=1 
从 而 
4 一 
- 0 
TH 一 EC 一 TH sil + gq qs in4, i 守 1 
" 7=1 


这 说 明 {wy := ris Ti :i 之 1) 是 方程 


i1 
(1) 1 Y 
= gta /qn i>1 
j=1 


的 非 负 解 . 但 此 方程 的 解 也 唯一 ; 


i-! 
(a} (37) {0 ， 
2 一生 /2 加 二 Ya Zl 人 fiirlt i 写 2. 
jl 
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Oo 


由 归纳 法 易 证 


综合 以 上 事实 得 出 


这 自然 推出 所 欲 证 者 . 
d 最 后 证 明正 常 返 性 ， 为 此 , 使 用 定理 2.14. 设 (ui {uo = 中 为 不 等 式 
{2.11) [取石 = {0}) 的 非 负 解 . 则 


| 
QR R11 一 - Uk) 二 1= Sg 十 1— Dg 一 字 大 十 上 站 号 十 全 臣下 
了 j=0 


Fl 
~ 

六 > gl … -TE (Wj+l 一 Wy). 
j= 


由 此 及 归纳 法 得 出 

ve SF — di kl 
其 中 

二 一 
因此 

k k 上 
QE url = Ys < (> Fm ~ 》 d= (> Fi ja -Yd 
3 二 0 3 一 日 di s=0 二 必 


这 给 出 dw < oo. 友之 , 假定 d < oo. 令 
HD = D, tl 万 [4, 32) kK] 二 kk 十 Fl 一 - td. 大 之 1. 


显然 有 


FE 


此 外 , 对 每 上 > 0, 我 们 有 


[0 
1+ox. 人 — uk) = a 1 No 一 此， RICE 十 上 


-Te Qi, -Te a, -Tn 一 ds) 
= Sau, — Ws) = Vg — U7) 
s=0 j=0 
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即 ?ggj25 + 1=0,k>0. 
了 


e) 为 证 关于 生 灭 过 程 的 末 项 断言 注意 m。= RD/ + 而， 于 是 
[9 总 丰 
» ds/ > Fe = Dm >» FY) -1/bo. 可见 著 过 程 唯一 且 定 理 2.24 的 条 件 满 
Ee EE 5 二 0 二 三 


足 , 则 必 有 江 FY = oo, 因而 由 Stoltz 定理 得 出 
点 二 站 








点 
d 
lim 加 ly br 
koc 3 FO) 上 -二 DG 有 ho ro 性 1 在 大 十 1 
3 一 日 


反之 , 考 右 方 收敛 , 则 由 合 、 分 比 性 质 易 见 定理 的 条 人 性 满足 ， 口 
下 面 , 我 们 介绍 一 个 使 得 本 rw < oo 对 于 一 切 i > N 成 立 的 较为 简便 的 充 
分 条 件 . 


推论 2.25， 假 设 定理 2.24 的 条 件 满足 , 倘若 存在 常数 cl > cz > 0 使 得 


N 证 一 1 大 
Mn = 01 9 qn tol 2, qn; -wo 冯 n2N+tl. (2.26) 
j=0 k=N+1 i20 


则 Eiry < oo， 


证 明 定义 Gn = 了 扎 -czm2>N. 由 (2.19) 可 见 


1 
Gn = 01 » DF) fqn nt — 0 


i= 
n—1 ( | 
i MN 

二 cg /ear 十 Ci », Va ) fq nt 一 只 

了 一 上 二 1 

性 一 工 1—1 
= cg /nl 十 人 9 Gy /nnt1 + C2 bp qf/ grunt 一 名 

j=N+1 Ji 
1:—1 
= nf gn.nt1 十 》， gO fan anti. 
j=MN+1 


由 此 及 a 的 定义 3 = 0 { 见 定理 2.23)} 得 出 


n-l 
Gn= Mafgnntit giGj/fgnnt 
iN+1 (2.27) 


1 ， 
dn 一 179n n+1 十 2 gi dj /gn ntl Le N+1. 
j=N+1 


§2.4 分支 过 程 与 扩展 的 分 支 过 程 .67 . 


因为 Gn =c1-co 20=dy 及 (2.26), Gyt1 = Myri/qyiiwi2 > liqwyr1N+r2 = 
dw+1. 再 次 使 用 (2.26), (2.27) 和 归纳 法 , 得 出 四 < G, = cB -eo & cP 
对 于 一 切 n > N 成 立 , 因而 


ni nn 
Sup y ds/ 》 FIN) & supd/FI ge < 口 
>N AN 
M2 p=N k=N nn 
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分 支 过 程 
一 个 典型 的 分 支 过 程 是 具有 如 下 的 @ 矩阵 的 马 氏 链 : 
iApo, 了 = 一 ]; 
gi = iA(l — pi)， 了 = 名 
了 了 和 ji+l1; 
0, 了 < 一 二， 


其 中 {pi,i > 0) 为 一 概率 分 布 . 此 分 支 过 程 的 背景 是 : 假定 在 0 时 刻 有 2 个 粒 
子 , 每 个 粒子 分 裂 时 间 是 独立 同 分 布 的 , 且 服 从 参数 为 》 的 指数 分 布 , 同时 每 个 
粒子 分 类 的 粒子 数 (“下 一 代 *) 的 个 数 也 是 独立 同 分 布 的 , 其 分 布 列 是 {p;,1 > 0). 
Xi 表示 + 时 刻 总 的 粒子 数 ， 

如 同 离散 时 间 的 分 支 过 程 , 0 是 吸收 点 (因为 go = 0 ), 我 们 关心 的 首要 问题 
是 所 谓 的 灭绝 概率 

Ti = dm Pio(t). 

由 独 辽 性 可 得 x; = ri, 因此 只 和 需 考 虚 r = 7;. 

记 


ptt, 3) 2 Vpult)si, tf20sce (0, 1), 
j=0 
则 容易 得 到 


DD) = BE, 3)', Plt+ ,8) = pt, lb, 5)). 


j=0 
圈定 h > 0, 考虑 六 骨架 过 程 3 = Xnh,n 之 0, 则 


Pl3n, Ys =0] = Jim Po = 人 = jim PIXns =0) = Jim PIXs = =". 
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于 是 由 小 一 章 的 定理 1.48 可 知 , 对 Yt > 0,7 为 glt,s) = s 的 最 小 非 负 解 . 
由 于 pi() = 557 十 ist 十 oj), 所 以 


p(t, 人 = Vi + git + olt)]s’ = s+ MIPls) -. s] + oft), 
j= 


考虑 到 6(t,7) = ” 再 令 t | 0. 我 们 得 到 

定理 226， 令 P(s) = push, 则 7 是 方程 P(s) = 的 最 小 非 负 解 , 从 而 + = 1 
= 人 D 

当 且 仅 当 PO) 1 即 玉 kpe <1 
k=1 

扩展 的 分 支 过 程 


在 很 多 情况 下 , 上 节 所 要 求 的 独立 性 并 不 满足 , 即 粒子 之 间 会 有 交互 作用 ， 
因此 我 们 需 考虑 更 广泛 的 分 支 过 程 . 假设 Q 矩阵 具有 如 下 的 形式 : 


Qj, 1 二 0: 
i Apo, 研一 一 
gj 二 人 一 名 人 人 一 到 和 区 1 一 宝 (2.28) 
Apy_i41， 次 二 于 阅 主 十 二 
0, 其 他 i,j 


其 中 > 0.X>0,00<0 Da Cp; :这 0) 如 前 . 当 v= 1 时, 称 为 线性 的 ， 
当 v < 1 时, 称 为 次 线性 的 ， 当 ，> 1 时 称 为 超 线 性 的 . 
记 


2 Yee, P{a) = Dp 


了 0 
定理 32.27， 如 果 M := P'(l} <1, 网 分 过 程 惟一 当 忆 > 1 时, P'(1) 1 还 是 
必要 到 件 . 
证 明 背 先 证 明 当 M <1 时 , 过 程 唯 一 . 由 定理 2.22, 不 妨 假定 go = 0. 应 用 定 
理 2.9 取 吾 , ={1,2,… .nn),$ 一 i 十 1 风 


Di(d — $i) = 一- 1 十 多 giytj =rAM -1)}<0 $21. 
; j=t+l 
从 而 3 gijt@; 一 丰 ) 所 和 ,i 之 0 


很 设 > 1 = at 且 M > 1 为 证 过 程 非 唯一 我 们 将 与 一 个 生 灭 过 程 作 
比较 . 令 T e (po,po 二 放 一 1) 特定. 构造 生 灭 过 程 5;, 具有 生 速 率 bo = 0,8 = FT 
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和 死 速率 a, = Yipo, i 1. 因为 


1 Lan 如 下 十 1 站 加 l 2 1 
2 (和)- 下 2 广 
从 而 由 定理 2.21, 此 生 灭 过 程 非 唯一 . 因此 方程 


Wil ti 1 人 7 十 fl 一 | 一 A 20 二 0, > O02 之 1 


有 非 负 的 ( 非 零 的 ) 有 界 解 . 客 易 看 到 4 1, 且 


ti 一 人 入 Ru ww) il. (2.29) 
由 于 当 工 | po, 有 
pg 丰 一 1 po f 
PKA1 ( 守 ) 1 Ykper =po+M-1» p, 
天 一 上 £=0 二 1 


从 而 可 选取 Te (po,po 十 M 一 1) 使 得 


Dm 3 的 中 > (2.30) 


f=[) 
由 (2.29) 和 (2.30), 对 1 宕 1, 有 


2, qy (Ws ~ Wi) = Qtts1 ~ ti) + »》, PR+L DY {ute — Wire-1) 


了 天 一 1 z=1 
> itu Fu pe D> (ey) 
lt — ti) + {ir — i) 一 Ai 
由 比较 定理 (定理 1.40 ) 和 叭 -~ 性 定理 (定理 2.7 ) 可 知 原 过 程 非 叭 --， 。 口 
定理 2.28， 分 支 过 程 常 返 当 且 仅 当 P'(1) <1 
证 明 由 定理 2.12, 只 需 考 虑 其 嵌入 链 P= (5;;) 的 常 返 性 , 注意 到 
| ,了 2 
其 他 
与 v 无关 , 所 以 由 上 一 节 证 得 的 充 要 条 件 即 知 定理 成 立 ， 口 
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定理 2.29， 设 > 1, 邮 莹 1. 分 支 过 程 遍 历 当日 仅 当 





1 
/ By st) ds < o0 (2.31) 
证 明 只 需 证 明 有 满足 以 下 方程 的 解 : 


Hj = Yigi, Hj>0,7>0 ,> < oo. {2.32) 
i 了 
a) 首先 证 明 满足 方程 (2.32) 的 解 pi | 在 关 思 ,从 而 (p;) 有 界 . 事实 上 , 由 
12M= 7 kp = DE—1)pe+l) NN po 7 pr, 从 而 2°po + pi 21. 
KD kD 3 
向 人 1 一 各 1 们 和 ] -hh - 


二 = Hl 
021 q21 2*po 


假设 py < py_1 所 …' pn, 则 对 j 了 之 2 有 


了 一 工 
QH IHI+! = Hgi — Sw < (0 -Tw)] 





= 
注意 由 中 值 定理 
了 一 | oO 
看? 十 1 一 0 i= polt 了 十 了 这 一 产 ] -2 一 (i 二 3 一 此 ) pe—jr 》 Dk 

i=0 =j 十 1 

了 
2 一 人 — pe 一 2 3 

二 之 大 一 站 十 二 


=vj" (1 — M)>0, 
于 是 jjr1 > jj 


b) 因为 
j—1 
Hidi = Dg + Hir1gi41,n 
ic 
则 
7—1 
(lp)= poas t+ Dt py-itit ti + lpo, jl (2.33) 
t=1 


在 {2.33) 式 两 边 同 习 以 s1, 再 关于 j > 1 求 和 得 到 


一 一 人 (3 
包扎 5 = jogo pra (2.34) 





2.5 梓 充 与 习题 .了 1 ， 
在 (2.33) 式 两 边 同 乘 以 (1 - s)"-!, 然后 关于 se (0,1) 积分 得 到 


Dr f 11(1 — 8)*- = iom f 直 e Pes 一 — #4)" ids. 





注意 





1 。 
0 5 00 


因此 并 记 < oo 当 且 仅 当 
1 


(1 — sd 日 
1 3] 8 < OO, 


82.5 补充 与 习题 
1，{Poisson 过 程 ) Poisson 过 程 (Xt):>o 的 转移 概率 矩阵 Pt = (pu 人) 为 
Oy 
pis lt) = (a 和 当 7 一 i>0，; 
\ 其 他 . 


试 求 其 Q 算 阵 @ = (gy), 并 证 明 





2， ( 线 生 过 程 ) (Xi)tzo 的 Q 矩阵 如 下 ; 4 = 和 1 一人 有 9 二 0 
四 , 记 工 , 为 第 n 次 跳跃 的 时 间 , 了 = lim Ts, 则 Pol = ooj = 1 当 且 仅 当 
yb! = 00, 
提示 : 考虑 下 e-7. 

3. 对 于 有 限 状态 的 马 氏 链 , 向 前 方程 和 向 后 方程 鬼 成 立 , 且 


PO}=e = 工人 


n=0 
4 对 于 有 限 状 态 不 可 约 的 马 氏 链 , 则 有 lim p(t = >0 且 过 mj =1 


5, 证 明定 理 2.5. 
提示 ; 由 pij(s 十 引 = Ppi(s sjpgj(t) 和 Fatou 引 理 易 得 pi;(#) = 2 Qikprilt) 








2 第 二 章 连续 时 间 马 色 链 四 
另 -方面 对 NN > 二 
bd {< > Ds (sp D+ 5 pi (8) 
: -Dm Pig(s)pey(t) + 1 — pult) + 2 pax(s). 
在 前 式 两 边 同 除 以 。， 如 取 二 银 限 ji 
6. 考虑 连续 时 间 的 不 可 约 的 有 限 状态 的 马 氏 链 . 其 @ 矩阵 为 go 了 = 1.2， 


一 本 


11, 


12, 


13. 


,县 gj = gi. 给 定 初始 状态 , 设 (4) 为 t 时 刻 在 i 状态 的 概率 , 即 
2 {+) = PIX 一 2 ,定义 





-Yat Vlog Pt{t 


证 明 E(t) 是 关于 t 2 0 的 非 降 函 数 . 


. 考虑 不 可 约 的 有 限 状 态 {N < ec) 的 连续 时 间 马 氏 链 , 试 证 其 Q 窍 阵 @ 的 


秩 为 入 一 1. 


. 考虑 有 了 岁 个 状态 {0,1} 的 连续 时 间 的 号 氏 链 、 在 0 的 等 等 时 间 服 从 参数 


为 A > 0 的 指数 分 布 , 在 1 的 等 待 时 间 上 服从 参数 为 x > 0 的 指数 分 布 . 求 


pout{t). 


. 直接 证 明 (2.2) 后 (2.4) 和 (2.3) 二 (2.5). 
. 假设 P(t) 的 @ 矩阵 有 界 , 即 i gi 革 < o6, 网 P(t) 满足 向 前 方程 ， 





若 有 界 , 则 当 +1 0 P() 一 致 地 收 敏 于 了 即 lpsup pl) ~ 641 =0 
订 
提示 : 对 断 阵 4 = (fei 让, 定义 4|| = suplaijl, HB — | gs edie 1 
ij 
记 pij(A) = i Di 人 dt 则 
(a VFO Dt 0 TA > 0 pi(A) FD) 
ib} Yt Py (Dl YAS>0 MN) 二 ji 
(ec) vts > 0 {tis) = 只 的 PS = Vv AR > 0.PO) . Plp) 1 (A 
用) 入 下 := 0: 
国有 pa 的 = 区 全 nthas( = 5) = 0 
te] Pi{t)li=0 = = Lm AAPiy {A} 一 站 让 = Qi: 


证 明 方程 (2.6) 和 (2.7) 有 模 同 的 最 小 解 . 
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14. 由 马 氏 性 证 明 


{a) 于 i.paitt) 在 {0, co) 上 恒 为 正 : 
(b) 车 3T>0 使 得 pi;(T)>0, 则 Yt>T, 有 有 pil >0. 


15. (更 新 过 程 ) 设 {X, > 由 ,>1 是 独立 同 分布 (iid) 随机 变量 (r.v 小 记 


16., 


17. 


18. 


19., 


一 是 和 十 :十 大 3 约定 3 =10. 


定义 Ni = 性 人 nn:0< 5 和 气相 , 则 称 CN)i>e 为 更 新 过 程 . 
(ai 车 X 服从 参数 为 A 的 指数 分 布 , 则 只 即 是 参数 为 和 的 Poisson 过 
程 . 证 明 EN, = VarNt = 对 . 
(b) 著 记 NM = ENi, (x) = 屯 9 所 本, 则 


Mi = F(t). 
k=1 


{ 排队 论 ) 假定 顾客 在 一 个 柜台 前 排队 等 待 服务 (如 在 超市 出 口 等 待 付 款 )， 
以 总 记 t 时 刻 排队 的 长 度 ( 即 顾客 的 人 数 )， 前 后 两 个 顾客 时 间 间 隅 服从 
独立 同 分 布 参数 为 A 的 指数 分 布 , 而 古 客 接受 服务 的 时 间 服 从 独立 同 分 布 
参数 为 & 的 指数 分 布 . 试 讨论 此 过 程 的 稳定 情况 . 
Ti.T21.…， 入 次 为 跳 密 的 时 刻 , 即 玉 =inff 人 t 关 0: 天 关 夺 0 为 第 一 次 距 艾 的 
时 刻 , == iafft > Ta-1 :Et 关 表 -} 为 第 mn 次 跳跃 的 时 刻 . 则 有 
(a) ,7T2;"… 独立 同 分 布 ; 
{b) 车 定义 = XX ; 则 (也) 是 以 P= (5;) 为 转移 矩阵 的 离散 时 间 的 
马 氏 链 . 
证 明 若 对 一 切 h > 0, 离散 链 Pth) 常 返 < 帮 piilt}dt = % 
提示 : 由 题 14 知 . 5(h) = nD palt} > 0, 从 而 由 马 氏 性 有 
nb 2 patnh)dth), 
het Ih ,balt ] 所 人 pat{(nh + TAG 
从 C-K 方程 , 可 得 到 站 内 tt 站 
Ylpalt + A) — py(d| «20 — path)), 
7 


从 而 i,j pij(t} 关于 t € 和 ,oo) 一 臻 连续, 并 由 此 证 明 对 一 切 h > 0 离散 
链 Pih) 和 削 历 < 二 = Him pys(t) =7;>0. 


.了 和 . 
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20. 


21, 


22. 


23， 


24， 
25， 
26. 


27, 


28, 


29, 


30， 


固定 AcCE, 令 74 一 inf{t 风 (0: Xi & 4} 为 4 的 击 中 时 . 
(a) 记 Ti; = 到 [ra < 00|, 则 对 gE A, qTk = 0, 
[9 


(9) 记 太 = Esra; 则 (yw:ie B) 是 如 下 方程 的 最 小 非 贷 解 : 


=0, 1A ) gny=—!,igA. 
此 后 吾 


对 马 氏 链 【和 0D， 令 工 = i 企 宕 ;Xr 二 | 
fa) 若 ; 是 常 返 态 , 则 PBT = +ao] = 1 
{b) 车 i 是 非常 返 态 , 则 Pi[T < +ocl = 1, 且 工 服 从 指数 分 布 . 


( 接 题 17) 者 (Xi):se 具有 平稳 分 布 a, 而 (75)nzo 具有 平稳 分 布 x, 讨论 
与 x 的 关系 . 


(线性 人 口 增长 模型 ) 考虑 如 下 的 生 灭 过 程 : an = prni,By = An+a,XA,na > 0 
证 明 平均 人 口 Mi = 避 X, 满足 微分 方程 
Mi =a+ (3 — pM. 
从 而 当 入 之 4 时, jim Ms = oc 但 当 和 <k 时 , Jim Mi = 一 
车 APm"{ 和 )1 = 1, 则 Q@ 过 程 唯 一 . 
Pt{t) 不 可 约 当 且 仅 当 Q@ 不 可 约 ， 
考 马 氏 链 正常 返 , 则 (2.11) 式 成 立 . 


对 正规 的 不 可 约 的 马 氏 链 ,证 明 
(a) 若 supg; < oo, 且 马 氏 链 正常 返 , 则 嵌入 链 正常 返 ; 


(b) 若 imfa > 0, 县 嵌入 链 正常 返 , 则 马 民 链 正 常 返 . 
考虑 生 灭 过 程 a; = bi,i > 1 满 是 0< bi 一 00, 站 1/bt < oo, 则 此 过 程 正 党 
返 , 但 其 内 人 链 不 是 正常 返 . 
设 记 > 0 入 六 = 多 机 =pi>HBo=1i>DBi=0( 其 他 5) 则 


_ t=1 
高 散 时 间 马 氏 链 P= (Pi;) 正常 返 , 车 令 di = Pi ds; = gibt 关 7)， 则 此 名 
过 程 不 是 正常 返 , 


考虑 保守 的 Q 过 程 , 令 gor = BB > = kl1 >0,k2 1 g0= 7 gok, 
KZ1 
对 其 他 的 j 半 4 iy = 人 0. 


31., 


32. 


33. 


34. 


62.5 补充 与 习题 . 75. 





(a) 讨论 此 过 程 的 唯一 性 和 常 返 性 ， 
fb) 假 该 0 < o = infizlg supa = ca < oo， 则 过 程 注 历 当 且 仅 当 
> kgok < oo. 
| 
考虑 保守 的 局 过 程 , 令 gox = 所 > 0.gk = qk.0 > 0 大 关 0 对 其 他 的 于 天守 
qij 一 0. 讨论 此 过 程 的 唯一 性 , 常 返 性 和 遍历 性 . 
对 互 上 符号 测度 py, 定义 其 全 变 差 范 数 为 


Dhl 





ullvar = sup 


ak 

证 明 

{a} iallvar = 和 = 十 AT (E), 从 而 对 概率 测度 Hy Hallvar = 1: 

(b) 对 概率 转移 矩阵 已. 定义 概率 [AP) = 2 ppris feaPllvar & [lallvar; 

(¢) 对 连续 时 间 马 氏 链 Pfb ,IsPftjlwar 关于 上 0 单调 下 降 . 
考虑 生 灭 过 程 : b= on 十 Ban =sne85> 人 0 则 

{a) 过 程 常 返 当 且 仅 当 a <5 或 a=62 8 

fb) 过 程 正常 返 当 且 仅 当 ma < 4 

{c) 在 其 他 情况 下 , 过 程 非常 返 . 
提示 : 证 明 下 到 好 下 Kummer 引 理 : 设 序 刻 ,> 0,vx > 0,2, ft, = 00, 


极限 «= lm ununyan+t tnt 则 依 <>0 或 < 级 数 y un 收 业 或 
发 散 . . 
讨论 如 下 单 生 过 程 的 唯一 性 、 常 返 性 和 遍历 性 . 
(3) 设 p11 = 194w2 二 1G 交 2),qi0 = 二 1, 对 其 他 ;#493 = 
fb) 设 
让 十 六 7=i+1; 
digi™!, j=0; 
qj = 4 dipg dt, j= ,2 ,i 1 
a {A+ j= 
0, 其 他 i 
其 中 a 0X>0nt+o=1. 


35.( 拟 生 灭 过 程 ) 考虑 二 维 Markov 过 程 {X,, 天 }, 有 状态 空间 


E=1{{k,i):k20,7 = 2 ,mm}, m<o, 


36. 
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其 第 苏 如 下 : 
Ao Co 
Bi: AC 
Y= BA : 
BAC 


Q 矩阵 中 的 所 有 子 块 是 im 阶 方 阵 ， 证 明 此 过 程 正常 返 当 且 仅 当 短 阵 方程 
RB + RA+C=0 的 最 小 非 负 解 满足 谱 半 径 sp(R) < 1, 并 且 线 性 方程 


olAo + RBI)=0, Ilo(f — R) le=1 


有 了 崔 一 正解 . 而 平稳 分 布 1 = (llo, IT1,-*-) 可 表述 为 TI = IE 大头 人 这 
里 Tk = (rel Mkem). 
提示 : 利用 定理 2.13 可 得 HIC 十 IIA HB=0,k31. 


(反应 扩散 过 程 ) 考虑 状态 空间 Z5 上 的 @ 过 程 , 5 有 限 或 可 数 . 对 we 
5.7 EF, ru) 表示 4 点 上 的 粒子 数 . 


A0 十 入 2) 由 一 几 十 可 
Az2T{u), Y= er 
q(x, Y) 三 
Lu) pl th， y=X—etend 
0D, 其 他 天 工 . 


其 中 ei = (1,0,…), ee= 介 pfum 为 3 上 的 转移 概率 矩阵 且 
pfu,2) = 讨论 过 程 的 瞧 一 性 、 常 返 人 性 与 正常 返 性 . 





第 三 章 可逆 马 氏 链 


83.1 到 逆 与 可 总 称 马 氏 链 
定义 3.1， 称 (天 jtzo 林道 , 着 对 一 抛 D0 和 < 记过 一 < 机 科 ,… ,in; 内 要 
tn— tral =ta-tt, tni—t i= ty to 


就 有 
PIXt, = i ,Xe = in] = PIX = iin sXe, = |. 


即时 间 的 个 转 对 于 过 程 的 分 布 并 无 区 别 ， 如同 电 影 正 放 或 倒 放 掉 不 出 差别 一 样 
这 有 重要 的 物理 意义 ,统计 物理 中 称 为 细致 平衡 . 


特别 地 , 车 初 分 布 是 (m), 则 由 
PIAo = ti, Xz: = = Pe = = 
得 出 
mp 的 = npilt) 3 
4 Mi = Mt (3.2) 


定义 3.2. 称 P(t) 关于 7 可 道 , 如 (3.1) 对 一 菇 t 成立 . 秘 外 关于 r 可 道 , 如 
(3.2) 成 立 . 


定理 $3.3 {存在 定理 1970':s)， Poin(t) 关于 7 可 说 < 二 > 日 亦 然 . 
定理 $3.4， 可 说 已 过 程 礁 一 的 充 要 条 件 是 Q@ 可 道上 且 Q 过 程 唯一 ( 免 许 中 断 候 . 
在 (3.1) 式 两 边 对 i 求 和 得 出 


2 "iptt) = 人 2 piit) 一 fj. 
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这 样 , 者 有 ii 伯 = 1 {不 中 断 ), 则 可 递 测度 必定 是 平稳 分 布 , 数学 上 的 推广 是 把 
1 

(zi) 换 成 未 必 可 和 的 正 数列 , 此 时 把 满足 (3.1) 的 ”P(t) 称 为 可 配 称 以 区 别 于 可 
道 . 对 于 可 配 称 过 程 , friy 自然 不 必 是 平稳 分 布 , 其 至 过 程 也 未 必 常 返 . 这 便 提 出 
两 个 课题 ; 

(1) 给 定 马 . 何 时 可 配 称 ? 如 何 找 出 配 称 油 度 ? 

分 洪 昌 过 程 可 配 称 , 何 时 常 返 ? 

为 斌 究 第 一 个 课题 , 我 们 引进 了 场 论 的 工具 . 为 研究 第 二 个 课题 , 英国 人 在 
20 批 纪 30 年 代 引 进 了 电 油 络 工具 , 后 来 英文 忆 10| 里 作 了 统一 的 处 理 (第 7 
章 }. 
考虑 不 可 约 的 马 氏 链 P(H). 令 
twij(t)} 一 log ps({) 一 log patt), i. EE,t> 0 

称 Wt) = (的 ) 为 PEO) 的 (一 个 ) 势 隙 数 , 如 果 an 的 = (ft.j 
五 > 0. 此 时 也 称 P(t 为 势 场 . 

定理 3.5 ( 场 论 基 本 定理 ). 下 述 的 例题 等 价 ， 

人 1) P(t) 可 配 称 . 

(2) 五 (全 为 势 场 . 

(3) Plt 是 保守 的 , 妈 P(t) 存在 一 个 与 上 无 关 的 劳 函 数 . 
定理 3.6 ( 马 氏 链 的 常 返 性 判 准 )， 假定 不 可 约 人 @ 过 程 有 配 称 测 度 r 并 令 dij = 
Tj 者 oj>0 则 在 :7 之 间作 一 条 过 线 ,并 赋予 jjei; 的 电阻 ,这样 得 到 


一 个 电网 络 , 那么 @ 过 程 常 退 当 上 且 仅 当 从 任意 一 点 i 到 无 穹 远 之 间 的 有 效 电 泪 
是 无 穷 . 


83.2 谱 隙 估计 
考虑 可 数 集 马上 满足 如 下 条 件 的 矩阵 @ = (gj): gy 200 六 0< 
gi : 和 < oo， 假 定 对 于 基 概 率 测度 fr > 0 :ie EB) 和 一 切 守 ; 
和 二 gy 那么 ， 相应 的 算 子 Qf (i) = fi} } 人 E)} { 逐 庶 】 在 


2{n) [ 实 平 方 可 积 函 数 的 金 体 ) 上 对 称 . 设 Pt) = (po 人 的) 是 由 昌 所 唯一 决定 
的 @ 过 程 . 则 不 难 证 明 Pf9 在 [2(7) 中 强 连 续 : 


| 一 用 一 0 当 #t 一 0 
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此 处 1.1 表 了 (nm 中 的 天 范 数 . P(t) 还 是 强压 缩 的 : | 的 咱 过 目 站 对 于 一 切 
t 成 立 , 以 上 表 pi ) 在 [2(x) 中 的 强 无 穷 小 算 子 (与 人 有 别人 ), 记 其 定义 域 为 
泡 {[L). 我 们 所 关心 的 是 如 下 欧 L? 指数 式 收 钱 性 : 


PF — rf sf- rfNe rs:, tt20, fe Lr), 


其 中 < > 为 正常 数 . 
下 面 , 我 们 要 给 出 最 大 收 钱 指 数 smax 的 刻画 . 为 此 , 定义 算 子 工 的 谱 阶 


gap(£L) = inf{—(Lf.f) :7(f) = 0 f= 1 
此 处 {站 = fdr. 要 看 出 gap{ 荆 ) 的 非 久 性 , 只 需 配方 : 


-{f, Lf)= 2 = 3 "al 了 一 A 之 0. 
其 次 , 由 基本 谱 理 论 (参见 本 章 附录 )， 
(二 POF Ye 当 上 | 10. (3,3) 


而 且 PD(f,f) = ;3m 二 2. 过 程 的 唯一 性 保证 了 使 (3.3) 右 方 有 限 的 函 
数 构 成 了 定义 域 多 (D) ~ {fe 52(7) :DA 月 < oe} (此 证 明 较 难 ) 今 定义 
gap(D) = gap(Q) = inf{D{f,f): 7(f) =0 有 Er(f)=1). 

有 了 这 些 记号 , 我 们 可 陈述 关于 收 化 速度 的 基本 定理 . 
定理 3.7. Emax 一 gap(D) 一 gap(L). 
证 明 由 于 在 多 (L) 上 , D(Y,f) = 一 (Lf, 用 ,可 见 gap(DD) < gap( 卫 ). 为 证 snax > 
gap{Z), 只 需 使 用 如 下 事实 

SPO? = APOS, LP < -2gap( HPF. 

f EBB), r(f}=0, f=1. 


以 及 贸 {L) 在 IL2(m) 中 的 称 性 . 最 后 , 设 fe 多 (D) 满 是 x 由 =0 友 f= 1 
则 
DD = ln sf -POF N) 2himil ee) = 


故 gap(D) 2 &. 口 
仿 有 限 空 间 情形 (参见 本 章 附录 ), 以 后 也 常 把 gap{ DD) 号 成 1]. 
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现在 , 定义 伴随 答 阵 Q = (9;;) 的 图 结构 , 称 (i, 为 一 条 边 , 如 gj > 0 全 天 
及 . 诸 相连 的 边 嫩 ,), ,i2),… (in, 让 (i,7 和 各 访 互 不 相同 ) 构成 从 ;到 的 
一 条 路 . 假定 对 于 每 一 对 i 关 j, 都 存在 一 条 从 i 到 j 的 路 . 选择 并 国定 这 样 一 条 
路 i;. 其 次 , 定义 诸 边 e = 匀 刘 上 的 正 的 权 函 数 {fw(e)} 并 命 il = te}. 


如 6 = (i.), 置 ole) = magi 并 令 1 


1 
Tw)t(e) = alejute) [ish iny, 
此 处 全 ,他 罕 示 i 和 的 无 序 对 . 
定理 3.8. Xi 之 supweg infe Tw){e)”!. 


证 明 为 简单 起 见 , 若 e = 人 办, 则 记 Fe = . 由 Cauchy-Schwarz 不 等 


式 得 册 
p= (DO) < i jnole 


tts 


这 样 , 对 于 每 fr( 了 “0 且 (7?)=1, 有 


=3 -Vy mmfi— f=» | > fo) 





(2.7} (27} eEY,, 
人 >》 0 > A A ht 
{i,7} EE 
_ 2 1 | 
一 - a{e)f (e) afelufe] eT 


< D(f,f) supl(w)le). 口 


从 证 明 囊 可 以 看 出 , 所 使 用 的 图 结构 是 相当 自然 的 , 因为 只 有 使 9;; > 0 的 
蕊 站 才 出 现在 Diriehlet 型 D(f,f) 中 . 但 有 例子 表明 这 种 图 结构 并 非 完 全 必要 . 
当然 , 在 实践 中 , 关键 在 于 选择 {w{e)}, 这 对 于 无 穷 的 歼 更 显 重要 . 下 述 变 分 公 
式 是 一 例证 . 


定理 3.9. 设 E={0L2 NNSom mdi=b>00<igN-1), 
rnt 二 mu>0 (<i< NN) 且 对 美人 的 i ti; = 0. 以 啤 表 一 切 严 衬 增 序列 
(wi), 沁 ps > 0 的 全 体 并 定义 


Tl) = ty 中 (as — wi) » Hj, 0 : 守 NN i, 


i 
bipaz{ 《1 一 jit1l 
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其 中 
Ho ln bo bn An 1 Sn N. 


那么 . Ai = sup. i 
证 明 a】 回顾 分 布 (ma 由 二 jf, := pa {0 <igN) 所 决定 , 以 e 表 
边 二 ,十 二 显然， 对 于 每 一 对 站 < 小 存在 唯一 -的 路 (无 较 )， 它 由 Ciy Et 一 


构成 . 取 w(ei) = ttt 则 |78ele = (ak+1 一 也 相干 十 (ae 一 友 1) = tp Wk. 


这 样 


i 
>», jw = 3 》 Tee le 一 Wh) 


{ke} Ye de: R=—0 fi 1 
-Dn » Tewe Dm 3 ne 
0 #i+l f=i+1 
= 过 Reve — (> 2, 中 < nawe — Dn 3 丈 
fui+l 上 一 人 ?=i+1 一 计 t 
N 
Ei+l k=i+1 £—0 


NM 
和 mw OgigN-1. 
t=1i+1 


由 定理 3.8, 证 得 把 “=” 换 成 “>>” 的 断言 . 
为 证 明 等 式 成 立 , 则 要 用 到 特征 函数 的 一 些 性 质 , 因而 要 困难 得 多 . 


性 质 1 设 X>0 及 9 天 0 是 方程 09 = -)9 的 解 . 则 g0 关 0 且 
Tnbnlgnt1 一 = Dre OgngN. (3,4) 


此 村 约定 by 二 0 如 NN < ov. 


证 明 约定 oo 0 及 awi+t =0 如 N < oc. 
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i (3.4) 式 由 下 式 导 出， 


-ra = > ntlg(i) -Vv [wart (9i-1 — Fi) + Tibi(Gi+1 一 1)| 
t= 各 

2, [= mas(gi — 9i1) + Maridiri(gi41 — i) 

fs 


二 —AXoaol go 一 g-1) 十 Nnt1dn+1 (ntl 一 gn) 
= nbn{ Gn gn). 
由 于 ao = 0.9 1 一 项 可 赂 去 . 

让 车 go = 0, 则 由 归纳 法 及 {9.2) 式 导出 gy = 0. 这 与 假设 相悖. 口 
性 质 2 设 和 >>0 而 g 是 方程 8g = 一 和 A19 的 解 ,满足 go <0. 则 9g 严格 单调 上 
升 . 

证 明 为 方便 , 置 ao 一 0 及 bw 一 0( 如 N < oo). 由 所 设 条 忻 及 性 质 1 知 9 > oo. 
今 候 定 存在 某 m, 1 所 nN 一 1 使 得 


0 re 窑 gnt+1- {3.5) 


我 们 证 明 这 是 不 可 能 发 生 的 . ， 
由 (3 由 得 外 < (相应 地 =) gry1 < mig: < (相应 地 =}0,0&<k&N-I 
让 


置 高 一 人 igi/rn. 由 {3.4) 得 出 
i 二 


太 
9k < (相应 地 =) gk+i eg < (相应 地 =) 0 


一 和 
由 此 及 13.4) 和 (3.5) 导出 
2 Ti + Tn dn 一 几 ， (3.61 
雪人 一 上 
~ Tn~10n_1 如 mm ， 
一 一 一 人 人 人 一 0. 3.7 
gn i (gn — gn—1) 和 他 gn-1) > 


取 5 = Ollicm] T Gndlzn): 则 有 


> ig? = = >》 mgs 十 :> Ti 


i 一 1 


VY igi ,Tigi + gn > gn Tn 一 Tn (由 (3.6)) 


iz 守 只 一 1 i 
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从 而 
2 N N 2 
>》 Ti 一 (2 = », Mig + 一 ( Dn re] 3.8) 
i f 这 所 一 】 一 他 《一 多 
其 次 ， 
一 Dxi( gg) (i) = Al >》 7 + Tanangn (gn — Gn-1) 
1 六 内 一 】 (39) 
= Al pa mg + ALTn dn dn. {由 {3.7)) 
过 全 一 】 
现在 证 明 


~ N 
Tn ndn < ge Yr ( Dr 一 m0 。 (3.10} 


+ 二 和 1 


由 13.7) 知 , 9 > 0, 因而 (3.10) 等 价 于 


后 一 不 等 式 成 立 是 因为 0< 训 < gn,0 < 站 Ti 一 mab/9 < 六 i <1 这 证 得 
4 一 了 1 一 站 十 1 

[3.10). 综合 {3.8) 一 (3.10) 得 

— 2 A) (0) 





Al 所 ™ 一 他 
Tn 一 (5 nn) 
t 和 
A 3 mg + ArAngnin 
ign-l 


= 一 -世人 AL. 
UN N A 
> nod +R Em (mm) 


in-l i 二 nn i=n 
导致 铸 秆 . 口 

现在 , 我 们 回 到 定理 3.9 的 证 明 . 如 和 A: = 0, 则 前 面 的 证 明 a) 已 表明 等 号 必 
须 成 立 . 以 下 起 假定 Al > 0. 

b) 由 性 质 2, 可 定义 正 数 数列 wi = gti 一 ,0 研一 1. 为 方便 计 , 补 
定义 anw = 1. 那么 , 由 特征 方程 ng = -A1g 得 出 


Pius 一 ii-l = 一 和 19i 【ao :一 0)), 0 谤 外 Nl1. (3.11) 
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以 ;+1 代替 站 得 出 另 一 等 式 , 两 等 式 相 减 得 出 
下 fa — pu — ii 1 + hi) ui = A > 0, OSigN-1. 
由 (3.4) 及 性 质 2 知 , 存在 有 限 极限 c := lim pnbnun > 0, 倘若 N = co. 否则 
0 :二 HNbwun 二 人 0. 约定 .1 二 0 由 (3. 1 及 9 的 单调 增 性 质 , 我 们 有 
Hinb nun 一 一 人 1 Du 一 > Midi 


$F 


A190 》， Hi RAM < oo. 


ign:gi<0 
从 而 c < o0, 进一步 g E Li(r). 
命 ww = oats 1 一 Bit + cA — Ko) = A + ef(4 — po). 则 


(wri— wm = Rl =A>0 0gigN-1. (3.12) 
可 第 ui 严 烙 单调 上 升 . 另 一 方面 , 由 于 





N N 
>», pj = [ea byus + eps/(h — po) 
生计 1 7= 计 1 
N 
= 9, lb ru 1 — pbyus + cpsf(p — po)] 
j=i+1 
N 
三 as 一 不 二 人 上 
Ho jt1 
= pa -一 一 -所 所 Bat， OSigN-1. (3.13) 
HH yet 


特别 地， Pi = Hobouo > 0 且 包 EE Lt(x}. 现在 , 我 们 断言 > 网 > 日 对 


于 一 切 0< i 所 真一 1 成 立 . 事实 上 ,如 ww > 0， 则 由 也 的 单调 习 知 所 述 结论 已 真 
否则 ,ms < 0 二 > wi_1,… ,Wi < 和) 从 而 更 有 > HWy = 这 Pa 一 2 Hi > 


了 一 ?十 ] 
0. 再 由 tn = -加 a 二 ef -An 知 ， 2 Hywi 一 00 十 5 jw =e/{h— no0) 2 0. 
i 二 
因此 , w E 久 -. 综合 以 上 事实 得 出 


hw) 1 = bn uf Dw > Be =AM, OgSigN-1 {3.14) 
了 生计 二 


进而 inf FiGo) 1 > Al， 由 此 及 已 证 的 &) 得 出 ， _ if ,i(w)- 1 1, 即 等 


0 一 


式 革 以 达到 . 此 时 (3.14) 进而 (3.13) 中 的 等 导 必定 成 立 ， , 这 推出 c=0， 口 
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同时 , 我 们 还 证 出 如 下 结果 : 
性 质 3 对 手 性 质 2 所 给 出 的 9, 我 们 有 (9) = 
作为 与 指数 侦 历 性 的 比较 , 我 们 有 如 下 结果 , 其 证 明 从 上 略 . 


定理 3.10.。 对 于 可 说 马 氏 链 , 指数 谍 历 速度 等 于 谱 隆 . 


现在 , 转 入 讨论 一 般 Markov 链 的 Dirichlet 特征 值 . 固定 一 点 , 例如 0 < 五 . 

那么 .Dirichlet 将 征 值 定义 为 Xe = inf{D(F, 让: (0) =0 且 x(f*) = 1}. 对 于 每 

一 1 天, 选 一 条 从 0 到 i 的 路 (无 轿 ) 和 . 选 一 定义 在 边 上 的 正 的 权 函 数 {we)} 
并 命 milw = 2 w{e) 


€EY, 


Ttw)te) 





ui 
WY a 


定理 3.11. Xo > sup inf Tw "){e)-1. 
证 明 


1= mf = 2 fo} 二 (Zro) 


cE 

<T" 5 ey mile = DOT) 

入 D(f. 1) sup 了 (wle). 
定理 3.12. 设 (as bi), ti), (Ce 如 定理 .9 但 改 命 和 为 一 切 满足 Wo 二 0 
的 严格 增 系 列 (wi). 那么 ,MX = sup inf J(w)-l. 

山上 这” DN—1 
当 bo = 0 时 , 着 改 定义 
Ti(w)= — wr) » 启动 让 


4 
ii 1 jl 








此 处 启 =1, jn 二 员 …bn1701… tn, 放 2, 则 断言 亦 真 . 


证 明 a) 依然 设 e; 为 边 i+1). 对 于 每 一 i > 1, 存在 一 条 路 , 它 由 eo0,e1,:…， 
el 构成 . 取 te = witi 一 ww 则 


2 Prhers = 人 (ak ~ Wo)nk = 人 RE， 


Kk: Yn De 卡 一 to 二 并 一 t 十 圭 


现在 , 由 定理 3.11 即 得 “Xo 将.…” 
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b) 本 定理 证 明 的 余下 部 分 类 似 于 定理 3.9 证 明 的 第 二 部 分 , 为 完整 起 见 , 依 


然 给 出 细节 . 设 A0 > 0 且 g 关 0, go = 为 方程 Qi = -Xe 人 Si 和 N) 的 一 


个 解 . 此 处 , 约定 on =0 及 bw = 0. 证 明和 等 式 的 关键 是 说 明 (gi) 的 亚 格 单调 性 . 
一 旦 证 出 这 一 点 , 不 失 一 - 般 性 , 可 假定 g; 1, 然后 有 


[9) 2 Ai 部 3.15) 
( ) rp - 9:) > 7 


对 于 一 切 0 <&i< NN 一 1 成立, 因而 得 出 所 需 斯 言 . 
c) 为 证 (3.15) 成 立 , 先 证 


一 和 0 = npntl n+l — Yn) 一 TIG191， lntgN (1.16) 
1 
(此 处 约定 awj1 =00 倘若 六 < oo0), 这 很 容易 证 出 : 
一 Mo rig: = 3 0 全 = > [ria (gi — 9i) + mibi(get1 — gi)| 
1 1 1 


到 
一 > [一 FiGif(g 一 Qi 1) 十 ip di ~ gi)] 
1 


三 Tn+tQn LSn+1 一 gn) 一 TiQ101: 


由 此 出 发 , 使 用 和 假设 条 件 g; 1 并 仿 眼 定理 3.9 的 证 明 b), 可 证 出 


iim, ntitntl (gntt ~ gn) = 0. 
综合 此 式 与 (3.16) 得 出 (3.15). 
d) 现在 回 过 头 来 证 明 和 0 的 特征 函数 (gi) 的 严格 单调 性 . 由 (3.16) 知 gi 却 
9、 否 则 由 数学 归纳 法 导出 g; 三 0 i > 1 这 样 .可 假定 g > 0.， 今 假定 有 


某 个 下 1 ngN-1 使 得 0 = go < 91 < < gn-1 < gn 2 n+l 定义 
§; = gsdlicn] 十 gn dliznl: 则 有 


Ym = 》， mag + 30 

二 + 一 1 

-YY ngOD) = 0 mig? + mangn(gn — gn-1). 
让 


4 有 nm 一 1 


注意 到 


Aogn 一 —t29(%) 一 b,. {0 一 gnt+1) 十 Qn(gn 一 gn_1) 空 dn (gn 一 了 -1 
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有 
Tntingn (gn 一 gn-1)} ADTng < Aog Yn 
主 一 于 
因此 ， 
— DD my) (i) 加 六 有 多 十 nin gn{gn 一 oj 
] 站 衬 如 一】 
入 Ee i < Mg, 
" 和 下 天 2 过 0 
i 2 MiG: + OR 2, Ns 
4 及 下 一 1 # 一 性 
导致 矛盾 . 


e) 至 于 定理 的 末 项 断言 , 只 需 留意 在 上 述 证 明 a)- 由 中 , 并 未 用 到 mm ( 注 
意 go =0) 和 bo. 进 外 , 原来 的 ftw) 关于 (wn) 齐 次 . 口 


83.3 峙 录 ， 可 逆 马 氏 链 的 谱 表 示 
设 (pi 的) 为 可 道 马 氏 链 , 即 存在 概率 测度 (ri :ie 万 ) 使 得 
mpitt) = njpa(t) (3.17) 
对 于 一 切 i,j 和 + 之 0 成 立 , 由 此 导出 
Ti = Nj (3.18) 


当 名 过 程 瞧 一 时 , (3.17) 和 {3.18) 等 价 . 因为 已 有 测度 (x;) 在 手 , 自然 考虑 实 
平方 可 积 函 数 的 全 体 所 构成 的 空间 FE2(r). 不 难 证 明 (3.17) 等 价 于 


(PBF,9) = (f, Pt)g) (3.19) 


对 一 切 fj,g € I2(r) 和 t+ 之 0 成立 , 此 处 1.,.) 为 I2(x) 中 的 通常 内 积 而 P(9 = 
(p(t)). 换言之 P(t) 是 Lx(w) 中 的 自 共 思 算 子 {如同 有 限 维 空间 中 的 对 称 簿 
阵 }. 对 于 马 氏 链 , 容易 验证 P(t) 在 L2(x) 中 强 连续 : 


IP(OF -f= 0 当 t=0, 


此 处 引 .|| 表 [2(x) 中 的 2 范 数 . P(t) 还 是 强压 缩 的 : | 的 用 志和 对 于 一 切 
t 成 立 . 以 工 表 P(t) 在 22(m 中 的 强 无 穷 小 算 子 . 


定理 3.13 ( 谱 衷 示 定 理 )， P(t) 与 工 有 如 下 表示 : 


P(b = / etdE,, L= 上 —AdE,. (3.20) 
0 0 
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其 中 {EE :AD 是 一 族 L2t%) 上 的 音调 上 升 的 射影 值 测 度 , 即 Bl = 0, Es = 
所 恒 等 算 子 )， v0 入 人 此 A Oo, E? 一 Es, EsE, 一 EE 一 Es, 旧 对 于 等 
一 FE L2(w), 关于 变 元 入 $(A) := (Ef,f) 是 [oo) 上 的 有 限 测度 . 


详 言 之 , 例如 (3.20) 的 第 一 式 意 指 
(P(A)f,9) = / ea(B fgetr). 


此 处 
(B09) = EE + 09) +9 (Ef -9),f -9)]. 
这 样 , 对 于 圈定 的 和 9 (所 六 9 是 [0,0c) 上 的 符号 测度 . 
此 定理 乃 谱 理 论 的 基本 结果 但 初学 者 不 易 理解 ， 本 附录 的 目的 基 力 图 解释 
如 何 导 出 (3.20). 在 讨论 此 问题 之 前 , 让 我 们 给 出 (3.20) 的 一 条 简单 推论 . 留意 
当 上 下 降 时 , (1 一 和 外 = 区 1 帮 e->sds 上 升 . 极限 


人 i 菜 D(f 有 < 40o0， 当 t10 (3.21) 


总 存在 、(3.21) 式 的 右 方 称 为 过 程 Ptt) 的 狱 氏 型 【Dirichlet 型 )， 如 不 使 用 谱 理 
论 ( 妈 (3.20) 式 ), 我 们 不 知道 如 何 证 明 (3.21) 式 所 示 的 上 升 性 质 . 
当然 , 我 们 从 最 简单 的 情形 开始 . 设 E 为 有 限 集 . 此 时 , 过 程 P(t) 唯一 并 
有 如 下 稍 单 表示 : _ 
PO) = 00 = 0", 
n=D 
aj 无 护 设 已 = {0,1,2,.… ,和 N}. 由 (3.17) 得 


0 一 POP 月 = 了》 mop 的 全 -有 


让 了 E 吝 


由 此 及 [3.21) 得 到 
DF) = 3 YD mslhy— f= (Lf) (3.2) 


1 jE 
对 于 一 切 fe L2(r) 成 立 . 
bj 由 (3.22) 可 网 , 算 子 天 正定 . 换言之 , (xi9i;) 为 一 正定 矩阵 . 
回忆 在 二 次 型 或 二 次 曲面 的 研究 中 , 我 们 总 是 将 它 化 为 标准 型 ,为 此 , 我 们 
引进 记号 : 
= diag (mi) (具有 对 角 线 元 束 mi 的 对 角 算 阵 )， 
下 二 1720Q1-132, 


f= (请 ( 列 问 量 ). 
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注意 HIQ = 名 "IT 由 (3.22) 得 
CC)= -fHQf = -PUTrV)EYV21 (因为 工 = 
= -AN QI GT (3.23) 
= 一 (和 六 400 及 


4 一 {I 2QI 2 一 H-12Q*TIT 2 二 HT-22(TQOIT-Y 
一 II2OI-L2 二 A. 


可 见 4 对 称 . 于 是 存在 正 交 矩阵 U 使 得 


(3.24) 


-UAU* = diag (Xi), 


而 0& 0 所 和 … A 为 -4 的 特征 值 . 
oj 往 证 4 与 Q 有 相间 的 特征 值 . 这 可 由 下 式 看 出 
41 = pf > HQ = pf 
< QH 一 pIT-1737. 
现在 , 由 Q1 = 0 = 0.1 得 出 = 0. 实际 上 , 对 于 紧 空 间 情形 和 > 0. 称 差 
和 1 一 和 0 = 入 1 为 算 子 上 的 谱 陈 . 它 邑 是 前 面 所 定义 的 gap(D). 
d) 由 (3.23) 和 {3.24) 得 出 
(L471) = (7 AON) = DA diag (AT 让 
3.25 
= 2 UR YR. 
二 | 


现在 进入 关键 的 一 步 . 定义 在 点 和 具有 人 负荷 zx := (UTIY2 了 2 {k=0,1,.…,N) 
的 有 限 测度 Fr{dX). 则 (3.251 可 改写 为 


me 


(-L1,f) = [ AFy(dA). 


此 积分 形式 对 于 无 限 空间 是 必要 的 . 因为 谱 可 能 连续 从 而 求 和 无 意义 . 此 时 正 交 
变换 U 将 改 为 所 谓 丁 变换 而 算 子 工 的 定义 域 通常 只 是 L2(w) 的 筒子 集 而 非 整 
个 了 fr 

此 外 , 我 们 有 


MN N NN 
Fr(l0,o0) = r=) (UR = mf = (3.26) 
k= 上 


一 心 =0 
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攻 二 用 后 站岗 得 上 Pro 4=T226H-22 而 不 用 [IQ 的 原因 . 实际 
上 , 如 使 用 后 者 , 则 得 出 Fy([0, eo)) = 这 对 于 无 限 空间 无 意义 . 
e】 其 次 , 由 于 UW20Q*IT-W20* = diag (( 一 A}"), 如 同 证 明 (3.25) 那样 . 导 
出 
(Le 六 门 = 1/ (A Fy(da). 
由 ,此 式 当 n= 0 时 亦 真 . 结合 此 式 与 前 面 的 讨论 (于 是 前 情况 , 上 = Q), 我 们 
得 到 , 
eofn= | e “tPFr(dA). (3.27) 
f) 最 后 , 由 (3.26) 知 Fy(j0,00)) = 六 < co， 由 (3.27) 的 启发 ,自然 定义 
测度 值 双 线 性 型 (Ef,g) 如 次 . 


dEaf,f) :~ A {10,9c) 上 的 测度 ) 

(Ef.g) = (BC+ 9),f +9) 一 {Ex(f ~ 9),f 一 9)]， (符号 测度 ) 
简 言 之 , 对 于 每 固定 的 f，(Ef, 了) 是 一 测度 而 对 于 每 一 集 C < .多 (和 0,001)， 
J dE,9) 是 关于 f 和 g 的 双 线 性 型 . 称 { 已 , :入 > 0} 为 算 子 工 在 52fr) 上 
的 谱 族 . 这 样 ， 2 {3.20). 我 们 特别 措 出 , 对 于 无 限 室 间 . 有 可 能 发 
生 对 于 某 些 fe IL2(n), 说 Ad( 有 7 站 = co. 于 是 我 们 顺 要 小 心 对 待 算 子 工 的 


定义 域 . 无 论 如 何 , 有 界 算 子 情形 依然 是 本 质 的 , 因为 无 界 情形 可 化 为 有 界 情形 . 
邵 上 述 定理 也 适用 于 无 界 算 子 . 


83.4 补充 与 习题 


1. 设 可 道 马 氏 链 P(t) = (pi 的) 具有 平稳 分 布 fr， 则 lim piy(t) = 7 
了 固定 Ty 0, 害 义 Ye 一 Xr, 则 
人 (Yijocrsgr 是 马 氏 链 ; 

(b) (Yr)joczgT 具有 齐 次 的 转移 概率 矩阵 当 且 仅 当 (%;)t>o 还 是 平稳 的 , 即 
过 程 X; 的 分 布 rmi = 下 总 = 4 与 t 无 关 . 此 时 (roszcr 的 转移 概 
率 符 阵 为 pr 的 = mypn(t) /mi 

3. 证 明生 灭 过 程 荐 可 配 称 的 , 给 出 配 称 测 度 . 并 由 些 得 到 正常 返 的 充 要 条 件 ， 
4, 由 回 前 方程 和 向 后 方程 有 相同 的 最 小 非 负 解 来 证 明定 理 3.1. 
5. 证 明 在 (3.25) 中 , (ZHI72 FIO = mf 





11, 


1 二. 


83.4” 朴 充 与 习 旺 .91. 


. 设 五 = {0,1,.… ,NN}, 则 


加 EP) 2 A ~ (Ff 
(9) (POF P= Ff < emf 


. 利用 定理 3.9 给 出 下 面 的 生 灭 过 程 的 入 一 个 “好 的 ” 估计. 


(a) a; = 0,b;=b. 
tb) 如 = 0,b; = bi(i+ 1). 
(0) a = = Qi+ Bi 其 中 > 有. 


. 设 连续 时 间 马 氏 链 P(t) 具有 平稳 分 布 r, 若 dm sup 和 [py(t} — | = 0, 则 


称 P(t) 强 中 历 . 证 明 若 P(t) 强 遍 历 ， 则 存在 局 之 oo,t > 0, 使 得 


sup >》 piz (t) 一 Tj| 入 Ce. 
人 - 
2 


可 考虑 如 下 的 证 明 思 路 
(a) 定义 g 昌 = 3 uP 2 [p(t) — zl, WW b(t) & 1,0(t + 8) & Olt) p(s). 
i 


(b) 定义 T= inf{t 这 0: 8(0) < en 则 ED) < ol/ TH) < pT TD. 


,， 设 (pi 的 ) 活 于 可 道 . 对 日 CB, 仿 千 二 wf/{1 一 ntH)) ,ig 8H, (FH) = 


& (P(AF, 9)a = (f, P(t)g)a- 


. 证 明 (3.17) 等 价 于 (3.19), (3.18) 等 价 于 (LF, 9) = {J, Lg). 


如 果 gap(DD) > 0, 则 马 氏 链 指 数 遍 历 . 
对 正则 的 @ 过 程 @ = (9;;), 具有 可 道 测度 x = (ra, 则 
?， TQS 


。 iEK EK | 
gap(lD) < "i :DO<n{K)< | ， 


， {a) 称 @ : [0,oo) 一 fo,oo) 是 上 可 加 函数 ,如果 Y sf > 0,d(s 十 自 > 


g(s) + p(t). 证 明 极限 g = lim p(t 存在 且 o = infio Bt)t. 
(b) 令 
olt) = ~ sup{log IPODAN : a{f) = 0, | = 1}, 
则 glt) 为 上 可 加 函数 , 从 而 极限 oz = lim olt)/t 存在 . 
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14. 


15, 


16, 


47, 


18, 


19., 


设 可 数 空间 玉 上 的 连续 时 间 马 氏 链 PW) 具有 总 征 阵 外 加，i =1,2, 考虑 
乘积 空间 瓦 x 已 上 的 过 程 P(t) = (peipycn 四 满足 pp 人 = 下 pm) 
(a) 证 明 Pf) 为 马 氏 链 , 并 求 出 其 @ 算 阵 , 
(b) 证 明 gap(@) = gapf@G) Agapf@O)， 
fe) 相应 ” 重 飞 积 空间 Em 上 情形 如 何 ? 
证 明 
An 
这 4 入 一 ， 
To 


提示 : 利用 性 质 Var( 门 = x(f2) 一 x(f)? = inf ff ~ eo)). 
令 (mi) 和 {x,) 为 非 负 序列 , 并 满足 


则 对 和 任意 ye (0,1), 有 5 PP ell — Y) 1y2 ,其 中 yp = 3 ny. 
T= 1=0 
(Hardy 不 等 式 } 令 


证 明 {46)-1 < Xo 区 8 
提示 : 在 上 题 中 到 祁 ==1/2,mi = An = (jibi)- 1 可 以 得 到 下 界 估计 . 另 一 - 
方 简 , 在 Xa 的 定义 中 取 


{i—1}n{n—1) 


1 
i 一 mh. 
ja0 让 


可 以 得 到 Xo 科 全 1 


设 jv 为 可 数 空间 EE 上 的 符号 测度 , 则 
(a) | x Vivar 乏 [| |var 十 中 var; {| “ va 的 定 头 见 第 二 章 匮 32.) 并 由 此 
证 明 
(b) ( 接 题 8 和 题 14) P(t) 强 遍历 当 且 仅 当 PO)(i = 1,2) 强 遍历 . 
设 
-3 1 2 
d=| 2 -42? 
2 1 一 
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.3. 





证 明 其 转移 概率 和 佐 阵 为 


2+3e Ys le 2-2e™ 
PIt) = 512- Qe Ht 1 +de ®t 2— 2e™% 
2— 2e Ht le 2+3e" 


从 而 P(t) 的 极限 分 布 为 5 = (275,1/5,2/5). 且 


8 st 
St -jl= Ee 和 


20, 设 
-1 1 0 
9=|o -1 1 
1 0 -i 
证 明 其 转 称 概率 矩阵 书 
1 1 2 
二 上 一 3172 
|1 1 tae RD 
1 1 1 
其 中 R(#) 如 次 
eo!) cos{ a 一 宁 ) ol 十 本) 
V3t 2 J V3t Qn 
at) a 
cos et -可 ) cos 4 + os 二 





从 而 PI 的 极限 分 布 为 x = (173,.173,173), 且 


2 4 
一 条 可 . 一 3t 72 
~ 9uUp jt Te 。 
5 a > 一 3 
了 
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$4.1 马 氏 性 及 其 等 价 形式 


自 本 节 开 始 , 我 们 研究 取 值 于 一 般 状态 空间 的 马 氏 过 程 . 


定义 4.1.。 称 定义 在 概率 空间 {@ ,多 ,了 上 、 取 倩 于 可 测 空间 (五 ,区 ) 中 的 随机 
过 程 ( 基 ,jix。 为 马 民 过 程 , 如 下 访 马 氏 性 满足 : 对 于 任何 有 限 多 个 0 < 世 
EE 


PlX, 加 A 了 一 PIX, E A Xr) {4.1) 


回忆 条 件 化 的 定义 , 对 于 任意 的 多, 一空 :cc 用 ， 














Bij = Bl | Bl = f jd. Me 


本 节 的 日 的 基 导 出 (4.1) 的 各 种 等 价 形式 . 主要 工具 是 测度 论 中 的 单调 类 定 
理 . 
命 斧 ， 一 {|Xe, 司 册 ;和 41] : 用 到 此 ， 0 t] [2 嫌 ，， 袜 上 父 
t, n> 1)}, 它 是 生成 r 代数 宛 ; := (多 = ofXs :3 拟 直 的 7 系 . 由 (4.1) 得 出 
对 于 每 Be 多 无妨 设 B= [XE de 4,1; 我 们 有 
| PIX, € AulXidP = { PX, € | ,Xs ,XildP 
BS B 


= 下 | 区 [下 xueau]| Xe 1 .i Xi] 1a| 
= EE[lTx,ea,lal Xu ,X,, Xt|| 
= Ellx,ea,lBl. 

于 是 使 用 集合 形式 的 单调 类 定理 , 得 出 


PIX, € Aul P41] = PK, € A Xu >t {4.2) 
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然后 使 用 芯 数 形式 的 单调 类 定理 , 可 将 示 狂 函数 Jx, ea, 换 成 关于 cf As) 可 济 
的 订 积 函数 : 
EE = BEX), eolXu), Elél < oc. (4.3) 

上 式 中 , 内 考虑 了 关于 “将 来 的 一 个 时 刻 x 随后 我 们 将 证 明 . 把 它 换 成 有 
限 多 个 “将 来 *, 结论 亦 真 . 

对 于 任意 有 限 凶 个 t < < < 及 4 EE 区 

PlX, 全 EN] = 13， ;P| 二 PlX,, cE A 二 1 分. … ,| Xl. 

现在 , 我 们 仿照 (4.1) 二 > {4.2) 一 > {4.3} 的 步 最, 那里 对 “过 去 ”的 事件 逐 
步 加 以 扩充 , 现在 对 :将 来 ”的 事件 逐步 加 以 扩充 . 命 多 = {[X,, € Al, Xu € 
2 Ee A :nm Ar EE 并 Tm 六 1 多 = 6( 低 人 二 


afXu :开关 绸 . 使 用 单调 类 定理 导出 


(4.4) 


PIBIFI=PBIXY, Bey.. (4.5) 
进而 
EE = EX feF, El<o. (二 .的 
下 面 , 我 们 需 槛 用 到 乘积 室 间 上 可 测 函 数 的 表现 定理 . 
(R, $"P) 





E(w)=f ott, m) 
加 上) 





(ER 2) (R, BB)) 


即 是 : 对 于 给 定 的 从 人 9, 到 ,了 到 (RR,. 罗 (四 )) 的 可 测 映 射 <, 必定 存在 从 (Eee)， 
E01) 到 绷 ,. 区 (RR)) 的 可 测 映 射 了 , 使 得 5 是 和 X{t+.) 的 复合 . 这 样 , 由 
(4.6) 得 出 
Elf o X(t+ Fe = Rf o X(t + NX], 
f ESP™) ElfoXt+)| zo. (4.7) 
今 设 EEF ,ne 区, 使 得 tn 和 均 可 积 , 则 
Eléni Xr] = EElén FIX:)] = EE |X) 
= ElnElé|X:l| Xl {由 (4.7)) (4.8) 
一 El XE [ni. 
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此 式 的 优点 在 于 “过 去 ”和 “将 来 ”处 于 对 称 的 地 位 . 
现在 可 陈述 本 节 的 主要 定理 . 


定理 4.2， (4.1) 一 (4.8) 相互 等 价 . 


证 明 我 们 已 经 证 得 (4.1 一 (42] 一 (4.3) 及 (9 二 145) 一 > (4.6) 一 > 
(4.7) 下 因而 只 需 再 证 (4.3) 一 > (4 和 4 和 (4.8) 一 > (4.1. 

(4.3) = 这 (4 使 用 归纳 法 , 当 mm = 1 时, (4 由 即 是 (4.3). 令 如 = iX, Ee 
Ail. ad a ,EE€ 4m]. 则 


Elis, B; 有 一 下 区 [7 Bf ,| Rils, PlB2|F,, 下 人 
= 世人 5 开罗 《归纳 假设 ) 
= 了 | 了, 开 如 :| Au] ( (4.3)) 


同样 ， 
Ellp, ea 人 党 ElElTR, p; FX) 一 Eells BIB,,)| 问 晶 
一 El PIB2|X,, ||X:l. 


(48) -二 {4.1) 由 (4.8) 得 出 本 ER = EE 从 [Xa|Xtl， 这 样 , 对 于 一 切 


4 eB, 我们 有 
| tndP -|/ El Xdbp. 
[Xie [XE A 

特别 地 , 车 取 & = jy,ea,]: 9 = 了 xi ed XieE4a]: 则 


PlXe € A .Ke, E An. Ki EAX EA 


= 1/ sd- / es ed 
[XE EC EA AE 


此 即 是 (4.1)、。 口 

者 对 状态 空间 (五 ,多 ) 施加 一 点 限制 , 以 保证 正则 条 忻 概 率 存在 , 则 蕊 氏 过 程 
必定 有 转移 概率 . 换 寺 之 , PLX e AIX,] 有 正则 修正 p(s.x;1, 4), 它 是 转移 概率 . 
以 下 假定 多 包含 一 切 单 点 集 {xr}, x EE. 


定义 4.3。， 称 四 元 函数 p(s, zr;t, A)(t 风 8 > 0,7 EF,AE 区) 为 转移 良 数 , 如果 
(1) 对 固定 的 s,7,1, 它 关 于 4 是 儿 上 的 概率 测度 : 

(2) 对 固定 的 s,t, 轨 , 它 关 于 工 是 世 可 测 函 数 ; 

(3) ps,z;5, {7)) = 





‘98. 第 四 章 一般 马 氏 过 程 





(4) 它 满足 Chapman-Kolmogorov 方程 : 对 任意 的 所 二 去 让 
中 St A) = sea t, dy)ptt, y: u, 4). 
E 


称 之 为 时 章 的 , 如 果 p(s, x;t,A) = plt 一 3,75, A4). 


对 于 给 定 的 马 氏 过 程 , 记 (4) = P[X, E 4]. 则 由 马 氏 性 及 归纳 法 易 证 它 
的 有 限 维 分 布 由 下 式 给 出 . 
对 于 任意 有 限 多 个 0=to <h < <th 及 A EE 多 


PIX 全 A 一 1， "1 ,| 一 / 已 ,fdzro) ) plto, za; t1, dx1) A 
| pt zuta dea) 上 pltn—1 Cn-i; tn, drn). (4.9} 
站 2 A 
等 价 地 { 可 使 用 单调 类 定 钊 证 之 ), 对 于 任何 n 元 非 负 可 测 函 数 f, 有 
Elf CX,, Xe Xe,,)) = f ma jordan f pt sist dr) 
pls ss to den) flror zr, ,zn). (410) 


友之 , 对 于 给 定 的 初 分 布 PR 和 转移 概率 p(s,z;t, 4), 车 一 随机 过 程 的 有 限 
维 分 布 满足 {4.9), 则 它 必定 是 马 氏 的 . 换言之 , 马 氏 过 程 由 初 分 布 与 转移 概率 完 
全 决定 . 

下 面 给 出 取 和 值 于 实 直线 及 的 一 些 马 托 过 程 的 例子 . 


例 4.4 (标准 布朗 运动 )， 转移 概率 密度 是 高斯 核 ; 


A | 


它 满足 热 方程 ae/at = 3582p/8c2， 即 对 应 于 拉 氏 算 子 3A、 这 里 使 用 微分 算 子 
代替 离散 空间 的 口令 阵 


例 4.5【 带 漂移 的 布朗 运动 )、 转移 概率 密度 是 : 
人 2 切 = p04, + pt,). 
对 应 于 向 后 方程 gp/8t = 30282p/8z? + up/8r 
例 4.6 (Ornstein-Uhlenbeck 过 程 , 简称 O.U. 过 程 ). 转移 概率 密度 是 : 
pt 2 = po eao,ze ™,y). 


对 应 于 向 后 方程 Sp/ = 30202p/0z? — GZBp1By， 








P(t, 7, 一 
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这 些 过 程 均 可 配 称 , 而 OQ. U. 过 程 基于 正 态 分 布 可 道 . 
连续 时 间 马 氏 链 的 直接 推广 是 如 下 的 


例 4.7 { 跳 过 程 )， 状 态 空间 为 〈 忆 ,区 )， 假 定 多 包含 一 切 单 点 集 ， 代 替 四 算 
阵 , 使 用 g 对 (g(x),q(x,dy)), 其 中 g(x,dy) 是 非 负 可 测 核 , g(x) 为 可 测 函 数 使 
得 gz 有) = iz, \ {2 < 9(X) 所 oo， 全 稳定 、 保 守 意 指 : 9{x】 = qt, EE) < 
co, wy E EE. 所谓 跳 过 程 , 万 是 一 转 称 概率 plf,x,dy), 满足 跳 条 件 ; iy ptt {zh 
= 1, Vx E 忆 . 这 样 , 与 离散 状态 空间 平行 , 可 以 展开 一 讲理 论 . 可 参考 [5,10]. 


本 节 的 主要 定理 也 适用 于 离散 时 间 参 数 的 马 氏 过 程 (Xn),>o. 作为 例子 , 我 
们 有 
例 4.8 (经 济 模型 )， 以 Xn 表 第 nn 年 产 出 的 产 综 所 构成 的 列 向 量 . 则 {X jn>a 
是 取 值 于 民 " 的 马 氏 过 程 . 


84.2 强 马 氏 性 


本 节 讨 论 马 氏 过 程 理论 中 的 一 个 核心 问题 : 强 马 氏 性 . 
设 (Xi 是 定义 在 概率 空间 (0, 祷 ,P) 上 、 取 值 于 可 测 空 间 (五 ,多 ) 中 的 
随机 过 程 . 记 他; := cfXs 芝 旭 , 称 此 过 程 为 马 氏 过 程 , 如 它 满足 如 下 马 氏 性 : 


Elf(Xare)h go] = EFCXst)| Ks] =: Eax, lf(Xatt)]. ts20. (4.11) 


换言之 , 在 已 知 “现在 ”( 一 个 固定 时 刻 s) 的 条 件 下 , “将 来 *" 只 依赖 于 “现在 ”而 
与 “过 去 " 无 关 , 假如 我 们 要 观测 过 程 第 一 次 达到 ( 首 达 ) 某 个 状态 或 某 个 集合 以 
后 的 发 展 行为 , 把 这 个 首 达 时 间 工 视 为 现在 ", 那么 此 后 过 程 的 发 展 是 否 也 只 
依 闵 于 “现在 ”及 现在 所 处 的 状态 Xr 而 与 过 去 无 关 . 换言之 , 我 们 是 否 有 


EXrN 7) = Elf(XTHON XT = Erxr lf(Xrr)), ft>0 (CI 


留意 了 是 随机 的 . 当然 , (4.12) 比 (4.11) 广 得 多 . 我们 把 (4.12) 称 为 强 马 氏 性 . 
在 历史 上 , 人 们 以 为 (4.12) 是 (4.11) 的 自然 推论 .一 直到 20 世纪 50 年 代 有 信 举 
出 反例 之 后 , 人 们 才 对 强 马 氏 性 引起 足够 的 重视 . 这 里 有 两 个 问题 . 首先 . (4.12) 
对 和 何 种 了 能 够 成 立 ? 其 次 , a 代数 史 了 该 如 何 定义 ? 本 节 的 目的 是 寻求 这 两 个 
问题 的 解答 . 这 两 个 概念 极为 重要 , 值得 深入 思考 . 下 面 介绍 一 种 思路 , 可 作为 研 
究 数学 问题 的 一 个 小 范例 . 现在 , 让 我 们 考虑 一 种 最 基本 的 情况 : 即 过 程 有 时 齐 
转移 函数 ptt,z,dy). 那么 


Bex fs)] = Bo {FOX =: Ex, Uf O00)] = f ptt, Xa) 0). 
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内 而 马 开 性 (4.11) 成 为 
区 [Fl 多 = Ex,[f (Xi)]. 


而 (4.12) 成 为 
EFXTHN 7) = Ex lf (X20). (4.13) 
先 从 简单 的 工 开始 : 


T= Yala, yA 一 0 qi 2 D. 
1=1] 


i=] 


此 时 , (4.13) 成 立 当 且 仅 当 


| f Xn)dP = 1/ Ex f(X)dP, AePr. 
站 总 


fet -DE = 人 Bx tdP 
.入 i=1 首 坟 i 1 一 | 网 风 ii 
一 > | Wf (Xa FJdP. 


为 把 44; 移入 条 件 期 望 内 , 即使 用 条 件 期 望 的 平滑 性 , 需要 44; < 多。 倘若 如 
此 , 我 们 就 有 


上 上 式 右 方 一 /easyGesolz lop 一 》 下 [Ta fF{Xa,4e) 
1 


+ 


-Bia Da fd) = EAC = re 本 


i1 
从 而 导出 (4.13). 这 样 , 为 使 (4.13) 成 立 , 只 要 
AEFr=> A= ANT=alE Po, {4.14) 
因为 多 7 是 o 代数 ,0 < 史 7. 在 (414) 中 到 4 = 人 ,得 出 关于 了 的 一 个 条 件 : 
T=a| EF,. 


由 于 T 是 离散 的 , 此 条 件 等 价 于 IT < oj] < 多。 对 于 一 般 的 了 因为 [二 a 
常 是 零 概 集 ， 自然 使 用 后 一 条 件 . 即 [T< 轨 ， 
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定义 49， 变 了 :有 一 上 ,+ool. 如 果 对 于 一 切 上 >0 有 位 入 直 E 颁 那么 称 工 
是 一 个 恒 时 (或 可 选 时 ,或 不 依赖 于 将 来 的 随机 变 报 ) 

留意 停 时 可 取 值 + 
定理 4.10. 


(1) 常 值 时 间 是 停 时 . 

[2) 车 了 是 停 时 ,上 空 0, 则 了 了 + 也 是 停 时 . 

(3) 玫 荆 ,了 TD 是 入 时 , 则 卫 寺 五 世 蚌 停 时 . 

(4) 车 工 , TG 是 停 时 , 则 二 VD: 一 jpax{,T3), TA := min{f 廿 ,Ty) 也 是 
个 时 . 

(5) 者 工 , 是 停 时 , 7% 1 工 , 则 并 也 是 售 时 . 

(6) 若 了 着 售 时 , 命 





， +1 
fn = 》 Dn Hef eT Sk 1)27] + OO TT=00): 
k= 


则 ,也 是 仿 时 , 县 7% 上 | 工 ， 
证 明 我 们 只 证 (861. 对 于 和 餐 一 个 46 |0,o0), 我 们 有 








(T, & {| = 庆 <T< 
ke: k+l) /on et 一 
但 
k RkR+1 ,上 +1 kl 
ml -|r< -雪人 7< 冯 | EF PL 








所 BL 四, & #] € F,, 口 
注 4.11. 对 于 给 定 的 了, 通常 的 简单 随机 变量 有 逼近 系列 取 为 


nn2"—1 


~ 天 
Tn 一 >》 ot Hef2rg TERt 2"] + Rl) 
卡 二 由 
我 们 有 ,1T. 但 
> k k+l1 +1 1 
Tn = Fn 反 一 二 
| l= > 忆 T< -而 bb 7< Nr 


kan gt kf an gt 








此 集 一 般 不 属于 多 :. 这 表明 : 对 于 一 般 的 停 时 , 未 必 能 从 左 方 驶 近 . 
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现在 来 讨论 我 们 的 第 二 个 问题 : 如 何 定义 多 rr? 实际 上 , 在 (4.14) 中 , 我 们 
已 经 看 到 多 了 站 的 元 素 4 应 满足 条 件 : 对 于 一 切 1 4n 人 = olE 安 r, 而 这 等 
价 于 4nEsERsoile 罗 r 对 于 一 切 ;成立 . 对 于 一 般 的 (未必 离 散 ) 情形 , 自然 应 
定义 


定 兴 4.12， 称 多 7 := (4E 罗 : 对 于 一 切 +>0 4nm 扣 所 中 E 天 为 工 前 
5 代数 . 
下 述 性 质 表 明 多 7 不 会 太 小 , 它 已 满足 我 们 的 一 个 基本 要求 . 
引 理 4.13， 卫 E .多 了 . 
证 明 对 于 每 个 s, t > 0, 我 们 有 


TasNIT gd = tAs Ee Fs CF. 


因而 对 于 每 个 s, [TajeFr. 口 

前 面 我 们 已 经 就 简单 的 停 时 征明 了 强 马 氏 性 (4.13). 对 于 -- 般 的 停 时 , 自然 
希望 用 简单 停 时 来 蛋 近 . 

先 看 (4.13) 的 在 方 . 我 们 希望 


下 [PXT NG To Ef(XTH)NF TT, no%. 


暂且 忘掉 条 件 化 PFT”* 并 固定 上 容易 看 出 , 这 要 求 加 和 f 具有 某 种 连续 性 . 
至 少 两 者 都 连续 时 应 该 是 有 希望 的 . 能 不 能 再 减弱 一 些 呢 ? 关于 f, 假定 它 有 界 
连续 已 经 足够 . 因为 阁 (4.13) 对 于 这 种 了 成立, 那么, 由 单调 类 定理 , (4.13) 对 
于 一 切 的 有 界 可 测 滔 数 也 成 立 ， 关 于 XX:, 由 于 T, 上 了 只 要 XX 右 连 续 , 就 有 


KT TE 


再 看 {4.13) 的 右 方 . 固定 + 我 们 要 求 
Ex [CC = Bxs lf(X)], Ano0, feo, 
此 处 cv 表示 一 切 有 界 连 续 函 数 的 全 体 . 这 要 求 Esf(X,) 关于 z 过 续 , 但 
EC = | Fete, say) =: PG) 


于 是 , 上 述 条 性 可 改 说 成 : 对 于 一 切 的 fe Cs, P(t)f(zx) 关于 < 连续 (必然 有 界 ). 


定义 4.14， 设 (五 ,多 ) 是 一 个 距离 可 测 空 间 ， 称 转 移 男 数 plt,T,A) 是 一 个 
Feller 转移 柳 数 ,如果 对 于 每 一 个 je Cs (一 切 有 界 连 续 函 数 的 全 体 ] 和 每 一 
个 上 320 P(t)f EC. 具有 这 样 的 转移 函数 的 马 氏 过 程 称 为 Feller 过 程 . 
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定义 4.15， 称 齐 次 马 氏 这 程 (Xi) 是 强 马 氏 过 程 , 如 果 
(1) 对 于 每 一 个 舍 时 了 了 ,Xn ET 
(2) 对 于 每 一 个 f ep 让 := 上 有 界 可 测 生 数 的 全 和 体 ， 


Elf(Xr+)| 7] = Ex lf (Xe)] = Pt}F(XT), tt 0, {4.15) 


此 处 7(w) = XTI) (2) 
留意 当 工 = oc 时 , XT 无 定义 . 因此 , 及 出 现 入 7 时 ,总 理解 为 TTToa. 
现在 , 我 们 可 以 陈述 本 节 的 主要 定理 . 
定理 4.16， 右 连 续 Feller 过 程 是 强 马 氏 过 程 . 
证 明 a) 我 们 先 证 明 可 测 性 : Xr E 多 7， 首 先 , 我 们 证 明 : 限于 人 < 间 上， 


[Too) 是 (Q, 有 到) 到 (有 xx 吕 才 0.9x 有 到 的 可 测 映射 . 事实 上 , 对 于 每 
一 个 Be .I0,t} 和 Ae 祷 |,, 


[Tw (Bx ANT gd= rgINT UB NAeF, 


其 次 , 我 们 将 在 下 述 引 理 4.18 中 证 明 : XX,(w) 是 从 ([0,) x 9, 时 [0,1) x 多) 
到 (三 . 多 ) 的 可 测 上 映射 .这 样 , 限于 江 < 本 作为 (Tlw),w) 和 X(t,w) 的 复合 
映射 


(OF 0 — (0,£) x WB, x $4) — (ES), 


当然 也 是 可 测 的 . 
b) 再 证 (4.15). 取 


k+l 
in = > on 全 人 <Te{k+1)/2"] 十 oolfr ol: 
k=0 


则 到 是 停 了 时, 且 工 , | 了 为 证 (4.15), 固定 fe G%. 只 需 证 对 短 一 个 4 € ,到了 
有 


| ef Xr ne = | POAX)P. 
总 风 
即 

| (XTi)dP = / PDF XT)P. 

怠 总 
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由 (2% + 的 右 连续 性 和 Feller 性 , 我 们 有 
人 PbyotmaP= linm J Pplxr Yap 
已 neo aA 


EE 


= lim | POP 人 se ja 
上 4M 训 <T< 续 !} 


og 


i 
= lim |/ Elf(xs jz ep 
JR 4 页 <TS 居 和 可 
(由 马 筑 性 ) 


加 tn fe [nck ref Xe Hn) rs 
大 十 





| 
j 
| 
站 
i 
~ 
和 
池 
关 
一、 
ve 
半 
+ 
~ 
之 
| 


一 本 本 oa 
= lim I Xr ndp = f fxrsodP . 口 
机 一己 由 商 


定义 4.17。 称 (区 ,) 是 适应 的 , 如 果 对 于 每 一 个 上风 0, Xe 到 称 过 程 (Xt) 
是 循序 可 测 的 , 如 革 对 于 每 一 个 上 关山 它 是 从 (10,) x 0,. 多 [0,) x 交 1) 到 (EE, 区 ) 
的 可 测 映射 


引 理 4.18， 右 连续 适应 过程 是 循序 可 测 的 . 
证 明 只 需 考虑 如 下 逼近 : 


a 
XI™ = Xollsol 十 >》 eta dk tan ag kt 2n): [] 
二 = 





84.3 附录: 最 优 停止 问题 -一 一 女 秘书 问题 


本 节 通 过 一 个 具体 问题 来 说 明 停 时 的 重要 性 . 

一 个 经 理 要 从 N 个 姑娘 中 家 但 一 名 秘书 . 每 次 他 会 见 一 位 姑娘 , 见面 之 后 
就 决定 是 否 录 用 该 寻 女 . 在 拒绝 了 一 位 之 后 , 就 不 再 召见 她 了 . 经 理 根据 当前 所 
见 的 姑娘 与 之 前 所 见 到 的 相 比 较 的 排名 情况 来 决定 是 否 录用 她 . 当然 , 对 于 尚未 
多 到 的 站 媳 的 情况 他 毫 无 所 知 , 问题 是 经 理 该 如 何 做 , 使 得 他 选中 这 N 位 姑娘 
中 最 好 的 一 位 的 概率 最 大 ? 
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8$4.3 ”附录 : 最 优 停 止 问题 





把 N 个 姑娘 的 综合 评分 仿 名 次 排列 为 Q := {1,2,-… ,N}. 取 Q 所 有 的 排 
列 (aa sw)j, Pl wa anj] = 1/N!, 多 = 人 的 一 切 子 集 的 全 体 . 再 记 
(= #0 乓 wn}, 它 表 示 第 n 个 被 接见 者 在 前 =” 个 被 召见 者 中 的 相对 名 
次 : 六 ,= ofYn : m < n}, 它 表示 至 第 n 次 接见 时 的 全 部 信息 . 于 是 , 问题 化 为 : 
寻求 关于 { 多 。) 的 停 时 T*, 使 每 := Plwx, = 1 = maxfPkor = 1| : 工 为 停 时 }. 

然而 , 一 般 的 停 时 可 能 太 复 杂 而 并 不 实用 ， 因 此, 我 们 限于 如 下 一 类 停 时 : 
T= min{n 7 := 1}, 它 表 示 从 第 ” 次 及 之 后 召见 时 首次 找到 最 优秀 者 的 
时 刻 . 我 们 的 目的 是 要 寻找 1* 使 得 Por. = 了 = ， mas, P[wr = 1]. 

注意 了 ,也 ,…… ,Yiwy 相 芋 和 独立, Po = 1] = 1/N, 而 

















0 yn 2 
Pliwn = 4] = : 如 
AN， 如 鸡 =1. 
于 是 有 
N 
Plwr, 党 1] 一 Plw, = 1,IT. = 
ny 
= 9 Peon= l= 
RT jr sn-1F1 
=》 >》 PlY. = 方 ，…， 1 一 加 一 ] 
N=r jr jn 1A1 
Ple = 1 = fr, Yn- = jn Y= 1| 
-人 1 r -2 1 nn 
和 rr Tr 二 1 nl nN 
了 
站 一 于 1 
NN 》 ,1 Pn) 
出 于 
1 < 1 
“cm -eetD= 方 (1- 工 中 


ef 门 在 r 处 达到 最 大 值 ; 


=r"(N)= inf{r:; pr) — p(tr+1) 0 
Nl1] 
= i '; 一 入 | v9. 
af， 2 中 


和 使 用 积分 代替 求 和 , 得 出 dim Nr*(N) =e-l. 
定理 4.19。 当 NN 充分 大 时 , 女 秘 书 问 题 的 最 优 解 是 7*(N)/N = el 0.37. 
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第 四 童 一 般 马 兵 过 程 
$4.4 补充 与 可 题 
. 设 呈 = {1,2,3}, 祈 为 2 的 所 有 子 集 类 , 人 ,多 ) 上 有 概率 测度 Pi = pi. 
今 多 = off 中, 13 天 人 站 = 纪 则 半 是 (9, 久 ) 到 (RR,. 多 ) 的 随机 变量 , 但 
X 关于 多 不 可 测 , 求 出 EE[X| 之 ]. 
. 证 明定 理 4.10 中 的 结论 (1) (5). 
. 若是 停 时 , 则 人 <tde 2 [T=te 祷 i. 
. (4) 车 十 是 停 时 , 证 明 多 了 是 o 代数 . 
lb) 当 工 = tt 时, 这 = .到 ，， 
(ec) 车 停 时 ST, 则 六 。 CPF. 
. 设 ,三 为 停 时 , 则 人 < {D> T2), {< {于 了 } 以 及 
{11 二 To} 都 局 于 i Nn,, 而 且 FT NF 7 一 FT TD,. 
。 证 明 了 75] 正 LT 3 一 TrasEXr| sarl, .9. 
. 离散 时 间 马 氏 链 是 强 马 氏 链 . 
. 设 (jnaso 为 状态 空间 EE 上 常 返 的 号 氏 链 . 固定 声 的 子 集 FF, 令 
T= inffn 2 0: XX EF),T4 = inf{fn > Tx : Xn € FL}. 
证 明 Xn ,X17,.…. 是 上 的 马 氏 链 , 并 求 其 转移 矩阵 . 
. (Wald 等 式 ) 设 ,2,…… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 FIX)| < ec. 
N 为 一 停 时 .由 
E(Xl t+ Xnw} = EC(N)E(X,). 
@ 过 程 具有 强 马 氏 性 . 
,考虑 Q@ 过 程 (Xi)iso, 令 =inf{t 20: X= 放 ). 记 
F(t) =Pilry «| 
则 t 
Ptt) -| Plt 一 3)dF:;(s) 一 1/ Ptt 一 3)dF;;(s). 
车 f{t,z) 是 (t,x) 的 可 测 函 数 , 则 f(t, X(t,w)) 为 循序 可 测 的 . 
证 明 高 斯 核 





1 2 
oe- ?| | 
满足 热 方程 ap/Et = 3 02p/0r?. 





随机 分 析 











85.1 定义 及 基本 性 质 


记 了 = 1012 =Z 或 了 =f0oo). 再 记 下 =TuU{f+eool 设 (0. ,可 
为 概率 空间 , (全 ,jszo 为 上 升 o 域 流 : 如 s 系 二 则 安 。 cc 侈 , 命 实 ,, = 
VY :一 “UF. 


定义 和 .1， 称 随机 变量 (r.y.】 族 (Xijier 适应 , 如 居 € 守 ， 臣 , € 站,(， 如 再 设 
时 区 了 Xi 可 积 且 对 5 所 


ElXi|F 二 {所 , 之 ) 看 ;， .5. (5.1) 


则 称 (Xsjter 为 蒜 (上 、 下 蒜 )， 称 (Xicr 为 闭 鞠 ( 闭 上 、 下 载 ), 如 果 (5.1) 成 
立 且 对 te 畦 ， 
EX PF 4] = (&, SY, 有 .8。 (5.3) 
六 ww 称 为 右 闭 元 . 
简单 地 说 , 下 迁 的 条 忻 平均 慎 单 调 增 . 


如 (Xt) 为 下 款 , 则 (-X,) 为 上 蒜 ， 因此 , 关于 上 粹 的 性 质 大 多 可 由 关于 下 
扶 的 性 质 对 侦 地 得 到 . 这 样 , 以 后 常常 只 讨论 下 吉 


引 理 5.2 (简单 性 质 )， 


(1) 扶 对 线性 运算 [aiXE TasXi， ai 02 E 了 R) 封闭 . 

(2) 上 (下 ) 鞭 对 锥 射 运算 (oa Xi + ax eis aa2 贡 封闭 . 
(3) 下 款 的 上 端 为 下 款 . 
( 


入 革 的 是 函数 为 下 圾 , 设 (X4) 为 蒜 , 了 为 及 上 的 凸 函数 ; Vi ET, fi) 可 积 
= (frJ)tef 为 下 扶 . 例 : ftT) = Pa 1. 
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(5) 下 圭 的 非 减 中 函数 为 下 款 . 设 (Xi) 为 下 拷 , 了 为 及 上 的 非 减 凸 画 数 ; Vt E 
TJX) 可 积 二 (f(A)jweT 为 下 烘 ， 鲍 : Flz) = x*,a>17z20 
ftir)= rt =*Yy0. 

证 明 (由 凸 性 ,FE 了 吾 ) < iftzD + f(z2))， 一 般 地 , f( 于 zs) < 

DA), N20, Th. | 


fs = f(EEIXt| 庆 (由 抽 性 ) 
和 下 | FAX 多 | 【由 四 性 及 Jensen 不 等 式 }. 


(5) 只 需 把 上 证 第 一 个 “=* 改 为 “g"， ” 口 
另 证 (4) 使 用 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 . 注意 对 任 一 凸 函 数 『, 我 们 有 


f(T) — FY) 2 WD 


此 处 所 为 右 导数 . 因而 
1(X) ~ FEIXIS]) 2 fF (ELXISN)(X ~ ELXIS)) 
= [ZI FE 人 区) > 0 


但 此 处 有 一 个 可 积 性 问题 . 以 XJigixlgicw| 代替 邢 , 然后 命 N 1 co， 最 后 再 取 
条 件 化 . 口 


85.2 Doob 停止 定理 


如 同 把 马 氏 性 黎 成 强 马 氏 性 那样 , 我 们 也 期 望 把 柚 性 换 成 “ 强 蒜 人 性 ”， 先 看 
一 简单 情形 . 
引 理 5.3、 设 (Nn)nz0 为 要 {下 壮 )， 3, TI 为 有 界 念 时 ， 后 全 I, 则 Xs 和 和 XT 可 


积 且 
FILXr|S 5] = (2)Xs. 


85.2 Doob 悼 止 定理 .111. 














证 明 记 和 N= supT(w) < oo 则 由 RIXT| < 闻 BX,| 知 Xi 可 积 . 以 下 只 针对 
ww 二 ] 
下 载 给 出 证 明 . 
先 假定 0<T-Ssgl 若 Ae Fs, 则 215= 让 [T=j+1]= AlS= jl[T > 
下 三 罗 ) 从 而 


fr-xs)=> | CC - 六 ) 之 0，( 由 下 款 性 ) 
4 /ALs=i[T> 
AEPs -=> AEFR,, j= 1,... ,WN, 


放 由 上 面 所 证 


fxs=f xm< fxm ss xa= fxr 
4 4 有 有 有 要 


定理 5.4 {Doob 停止 定理 )， 记 再 = {0.1.2…}U{f+eol 设 (oa 为 闭 款 





DD 


RXT|F gs] = (FXs. 
证 明 a) 先 看 鞭 情 形 . 对 于 任 -- 停 时 及 由 
Bxal= Df pals Tf ex < 


[I R=n Dn 人 eon [R=n 


得 出 Xr 和 Xs 的 可 积 性 , 倒数 第 二 步 用 到 挝 的 绝对 值 为 下 蒜 . 但 下 款 情 形 就 不 
对 了 . 
任 给 4 < 到 站 则 


大 下 一 1/ 大， 二 
,和 A[R=R] 


可 见 关 g = 尼 [Xowo| 信 Rj. 进而 注意 到 Fs c 祈 7, 则 


让 wo 一 让. 
2, fa, / 


[rE 


Xs = EX) | = EIEIXS SF 7 s] = EIXr|F sl. 
by 往 证 下 鞍 情 形 . 命 


Yi = EX Fr Xn 2 0. 
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易 见 (2 = ELXocl 信 ,J) ng 为 蒜 (这 是 由 可 积 随机 变量 所 生成 的 最 简单 的 款 ). 
由 已 证 的 &) 知 , 关于 (名) 的 Doob 停止 定理 成 立 . 因此 , 关于 {X,),cs 的 停止 
定理 等 价 于 关于 (7) ,eR (Fm = VY,)】 的 停止 定理 . 但 (Y%,),es 十 非 负 上 烤 


是 Ys = RX oo] ， Xs = 0. 这 样 , 问题 归结 为 对 这 个 非 贫 上 坝 证 明 Doob 
停止 定理 . 首先 , 对 任 一 停 时 只 我 们 有 


YR = YalReo] + YoollReoo] = YRIIReo0, (5.3) 
此 你 用 到 Y= 0. 因而 
gyn = a, Yeon) < (lo, Yin) 
< 和 EYynAn 【由 非 负 性 使 用 Fatou 引 理 ) 
所 Ew < co， (应 用 引 理 5.3 于 非 负 上 款 (5 ) ) 


这 表明 0 < 区 YR < oo, 从 而 XR 一 罗 [XXwo| 庆 一 Yk 可 积 . 其 次 , 命 革 ,二 工 An， 
Su 一 9An, 并 设 Ae 灾 s. 则 由 4 过 可 E 天 5 及 引 理 5.3 得 


/ 5s 之 / 了 了 T， 立 / YT,. 
4 可 4fS<sa AITg] 

| YT 所 / Ys, 

AITSgn] A[SEm] 


命 n1 00, 由 15.31 得 出 faYr fa,Ys. 口 
推论 5.5， 充 (Xn)nez, 为 圾 【十 蒜 )， S， T 为 停 时 ， 则 ElXr|F s] 一 (FIXsAT. 
证 明 由 定理 5.4 知 , EXTvsi 关 gi = Xs. 因而 


从 而 


RIXriF gl 一 RE [Xr lr + rvsirss) Ea 
一 Krillrssl 十 ora 
=XsnT, 0 


推论 5.,B, 设 (Xn }ns0 为 闭 {下 款 )， 则 (XnaT)nz0 关于 (Fas0 是 加 {下 拷 ). 
证 归 考 虚 nn 万 m. 因 (如 sm 有 右 闭 元 , 由 推论 5.5 得 出 


ElXmaTl 一 nA(mAT) = XnAT! ngm. 口 
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85.3 基本 不 等 式 


先 研 究 下 蒜 的 极 值 分 布 的 估计 . 
定理 B.7, 设 (Kn jnez, 为 下 某 ， 和 > 0. 则 


{1) Pl max x Xt > < < J a xi2 Xn EX+ El: 
Ek 


十 一 
和 | min, Xe < —A < ~EXo+ /| gi Xess] Xn SEX2 -EXo < ElXolt 
到 Xin 
(3) 和 [max IXk| > < EX+ ~ EXo < 2E|X,l + ElXol. 
| 


证 明 记 X， = max Xk 不 = [Xe 3 仿 
i 


TT min{k :kn, Xe 2 A: 
nL, 如 .上 面 的 集合 二 疙 . 


则 下 为 售 时 且 下 < n. 由 于 
AIT=NM=[X <h OSIj<h XANEP, 


一 真 E FT, 
因此, 对 信 时 和 使 用 Doob 停止 定理 得 出 
/x2 2/ xn2 f Xr 2X) (因为 在 A 上 必 有 7 > 入 
此 即 是 (1). 


将 鞋 述 证 明 中 对 mw 了 使 用 Doob 停止 定理 改 为 : 对 了, 0 使 用 Doob 停止 定 
理 , 类 似 来 证 明 (2). 再 令 A = [ min, Xk- 及 T=minf0 kn: Xe 


一 人); = n 着 此 集合 空 


EXo < EXr = ) xr 十 人 Xr < —AP(A) 十 | py Ki. 
由 (4) 和 (2) 袜 即 得 出 {3).、 口 
注 5,8. 对 于 无 限 情形 , 定理 5.7 的 相应 结论 成 立 . 例如 上 述 的 (1) 成 为 
PP[ max Xk>A] < sup EX . 
证 明 由 {1) 全 Leo > 人 & EX+. 由 于 当 n 1 时, X= max Xr 1, 
Tyco (fn) 1 Ta, 本 使 用 单 请 收 黎 定理 得 出 


六 > | Sup E+. 
PL ax。 ] sup 和 口 
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推论 5.9 (Kolmogorov 不 等 式 )， 设 (Ka)nao 为 鞭 . Yn, XX, E L? (p 之 1), 邯 
17p 
jz < oo | Xn := Xn llr:= ( ， 


- PNP 
P| max, [Xx| 六 A & EXn|? /Xe. 


则 wm， 


证 明 (Xn) 是 革 一 > (XI?) 是 下 蒜 . 然后 应 用 定理 5.7. 品 
今 设 (ja>1 独立 同 分 布 (id Yn, 区 EX 二 0, EX? <o0. 取 . 安 。= ef : 
所 0). 则 
ESanb a = EX + + Xntil 

二 名 十 下 [Ko+1 多 

= 55 十 下 [Xi (独立 性 ) 

二 S,， {和 零 均 值 ) 
所 以 {5%, 全。) 是 蒜 , 进而 (15,]*) 是 下 靳 . 故 


< A E92. 
p ma, Si > A| < A Es? 


这 是 经 典 的 Kolmogorov 不 等 式 (1929). K. LL. Chung ( 钟 开 莱 ) 在 他 的 教程 {[17]) 
中 称 它 是 一 个 卓越 的 不 等 式 , 它 的 早先 的 证 明 是 概率 论 真 正 的 精湛 技巧 的 典范 . 
鞭 (上 、 下 款 } 的 重要 性 并 不 能 完全 归 因 于 它 是 来 源 于 实际 的 随机 过 程 , 换 
守之 , 并 不 在 于 它 对 实际 的 直接 应 用 , 而 主要 在 于 它 的 简明 的 特性 , 性 之 成 为 一 种 
重要 的 理论 研究 工具 . 另 一 方面 , 从 上 例 可 以 看 出 , 如 何 由 原先 的 随机 过 程 (ii.d. 
(xn]) 找 出 某 种 蒜 刻 画 , 力 是 应 用 的 关键 , 以 后 还 会 谈 到 ， 
下 述 结果 给 出 非 负 下 观 极 大 值 的 矩 . 


定理 5.10 (Doob 不 等 式 )， 设 (no 为 非 负 下 载 ,对 * = Max Xk. 青 设 yy 
为 发 + 上 的 右 和 连续 函数 , wt0) = 0. 则 


特别 地 ， 


。 ql Xn fl,, 如 p> 1 
Xllp < | 一 ji + 亚 (Xn log Xn)]， 如 p=1. 


此 处 9 为 p 的 共 瓶 指数 ( 即 1p +1M8 = 1 log+z = log(e vz). 





85.4 收 数 定理 ,15 ， 





证 明 由 Fubini 定理 及 定理 5.7 的 (1) 知 ， 
Ep(X:) = / 人 dp(NdP = 1/ PLX* > jde() 


< | =dep( | 和 nd 
0 人 [Xs 


-EX / iaeO| (Fubini 定理 


性 1 Xvl 1 
1/ xd 一 1)+ = / 二 dA = log(X v1) = logt X, 
0 从 1 入 


得 出 
E(X* — 1) < El(X*: — 1)) & ElX, logt 大“ 


由 初等 不 等 式 
logz 所 zfe (120 = alog' balogt ai+b/e 
( 当 5 1 时 此 式 平 凡 . 若 5> 1 令 z= bja, 则 后 式 由 前 式 导 出 } 得 
EX logt X*] < ElX, log! X, + X* /el, 


由 此 及 前 一 式 子 得 出 定理 的 最 后 断言 . 最 后 , 取 p{) = 和 (p> DD. 则 由 Hilder 
不 等 式 有 


EX < FE [Xn Xe ))] < (EXE) EX 


无 妨 设 | xn，< co. 由 于 (3) >o 依然 是 下 载 , 从 而 


太 
EX < 》 EXP <nEX? < oo. 
kK=1 


因此 , 车 EXx? 了 0, 则 在 前 式 两 边 同 除 以 到 (Xx?)] “, 即 导 出 定理 关于 p > 1 情 
形 的 断言 , 若 BEX*? = 0, 则 EX?FP = 0, 从 而 不 等 式 成 为 等 式 . 口 


85.4 收敛 定理 
下 面 , 我 们 研究 下 款 的 收 敏 性 . 为 此 , 先知 点 准备 . 
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回忆 对 于 非 随机 情形 , 若 实 数列 {zx,} 发 散 , 由 


Hm zx, < lim rn. 
Ei 


从 而 存在 a, be 有 R 使 


limz, < oa <b «< limze. 
页 从 


由 此 可 见 , fxzn} 从 小 于 a 跳 到 大 于 了 无穷 多 次 . 
详 言 之 , 命 
8 一 inf 人 们 30: zn < oj b 
ti=inf{fn»> st: Tn> 


832 = inf{n > t1: wn < 


5 自 


如 < oo 则 从 si 到 三 {fznj >o 上 穿 区 间 a, 如 
一 次 . 这 样 , 数列 {znj >o 发 散 当 且 仅 当 {znj ,>o 上 穿 某 区 间 [a, 的 次 数 等 于 
无 卿 . 

今 考 碟 下 载 (Xnjocngn, NN 固定 . 我 们 要 研究 (Xn 的 “上 帘 下 跳 " 次 数 . 由 
于 {XX 一 0)+jocngn 依然 是 下 鞭 , 因此 , 我 们 可 设 (Xjocngw 为 非 负 下 蒜 晶 只 
需 考 虑 a = 0 的 情形 . 命 


Si1 ~— minfn: N22n20, Xn = 0}, 
三 = min{fni: 诊 安 六 扣 ， 这 寻 ， 


Sk = minfn: Nn Di, Kn = 人 0}, 
T= minfn: N22n2 名, 大 之 可. 


如 常 , 补 定义 min{ } = 六. 显然 , 若 “ 上 审 下 跳 ” 的 次 数 襄 (X, NN) =: 7 > 0, 则 
(XT, — Xs) + + (Xr — Xs,) 2 jb, 


此 式 对 ; = 0 亦 对 , 因为 约定 空 集 和 为 0. 将 了 = 达 (X,N) 代入 上 式 并 取 期 望 ， 
得 出 


(XT ~ Xss) + +E( XT ~ Xs 


VEX,N) 


] > W(X,N). 


VPLX,NY 


85.4 收 笋 定理 .17 ， 





这 个 表达 式 太 复杂 而 难于 直接 应 用 . 然而 , 由 下 坝 性 质 
E(Xs, ~ Xo0) 2 0, 
E(Xs, — XAT) FU 


E(Xs, iy ,, rs >0, 
E(XN ~ Xr ss) 20 
把 所 有 这 些 项 加 到 上 式 的 左 方 , 便 得 出 
BEX, — EXo > BEVE(X, N). 
回 到 原始 情形 , 我 们 已 经 证 得 


定理 5.11 ne 设 六 二 (Xn)ocngw 为 下 鞠 ,V8(X NI) 为 X 上 察 fo 
的 次 数 , 即 (多 一 a)+ 上 和 罕 [05 可 A 则 


1 1 
RON < 一 一 人 (xs 一 o ~ (Xo — oj < 一 区 和 让 +all 


对 下 抽 (Xn)nez;， 由 “上 帘 下 跳 ” 不 等 式 知 , 当 NN 一 20 了 时, V(X,N) 1 
某 WV， 另 一 方面 , 因 (XH) 也 是 下 描 , 我 们 也 有 开关 坟 『 supE 区 +， 这 样 ， 若 
sp 本 三 + < oo 则 


EV & < (sup XH + ol) /tb ~ a) < 


一 二 Ve < Oo, B.S, 
记 上 述 例外 集 为 A2, 令 A= 十 是 . 则 BA)=0, 且 在 Ac 上 ,我 们 有 
bE 


ln An = lim Xn =: Ew 
这 恒 导 出 如 下 基本 定理 : 
定理 5.12， 设 (和 jnaz0 为 下 蒜 ， sup EX < oo 4 和 3 SU 下 | < co, 则 3Xos EE 
Fs = VF, 使 XX BH EX < ec 
证 明 由 于 (Xn) 是 下 蒜 , EIX,| = 2EX+ 一 玉 X。 所 2 疆 X+ 一 EX1, 可 见 成 立 


Hn, 而 
oo > supElXn| = lim EIXn) > ElXol. 
机 及 一 
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最 后 的 不 等 式 用 到 Fatou 引 理 . 口 


注 5.13. 因 (Xn 是 下 蒜 , 当 六 一 oo 时， EXy 1 sup EX < sup EX 由 此 看 出 ， 
定理 的 假设 稍 强 于 一 种 较 自 然 的 条 和 件 : supEX < o0. 

在 讨论 Doob 停止 定理 时 ， 我 们 曾 假定 (X njnez， 是 一 个 鞠 (下 款 ), 既然 对 
于 (Xnjnezy; 我 们 已 有 X23 Xe 何 时 可 使 (X,),ez， 也 是 下 蔷 ? 即 何 时 有 


EIXowlF ,| BX, Yn 0. 
这 等 价 于 
> fx AE, n> 
总 | 


但 我 们 已 有 
| Xn > /x AEP,, mn0. 
A 六 


这 样 , 为 保持 右 闭 性 , 需要 
| x > 可 | Km AEP,,Nn 0. 
症 mm vA 
如 非 负 , Fatou 引 理 给 出 反 向 不 等 式 , 因此 适当 的 条 件 是 需要 的 . 条 件 “|X,| 所 了 
可 积 ” 已 足 侣 , 但 我 们 将 看 到 , 这 比 下 述 条 件 强 : 


用 — | Xo, YAEF,, ny20, 
A 有 A 


Te 


这 实际 上 要 求 ,上 式 对 Y4 € Un 成 并 . 若 把 条 件 稍为 加 强 为 


fx | x vAeg 
六 总 


和 > {Xnjnyz0 为 一 致 可 积 族 ( 见 [46, p.118]}. 


回忆 X E L? 等 价 于 : 当 a 一 oo 时 ,fix yaj 芝 | =: (|Xl;|XX| 寡 o 一 > 0. 与 此 
类 似 , 我 们 引进 如 下 概念 


定义 5.14， 称 随机 变量 (r.v.) 的 族 .于 一 致 可 积 , 如 
lim sup EllX|;|X|i2 a = 0. 
2 一 中 we 
显然 , 如 || 了 可 积 , 则 (X%) 一 致 可 积 ， 
定理 5.15 (一 致癌 积 性 判 准 )， 为 使 .党 C I 一 致 可 积 , 充 要 条 件 是 
(1) LL! 一 至 有 界 : sup 瑟瑟 | < eo; 并 且 
XE : 
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(2} 依 概率 等 度 连 续 : Ye > 0 了 >0 使 得 


P(A) < 6 —> sup E(IXI: A) < 
XE 


定理 5.16 (1 收 伍 准则 )， 设 (XY,)izo CI. 为 使 
Xn 5 Xo (= {xo 20), nm oo 


充 要 条 件 是 (Xn)nzo 一 致 可 积 上 且 XX 一， ww. 
证 明 以 上 两 定理 的 证 明 见 [66, p.228] 或 [43, 附录 {二 ]. 0D 
让 我 们 回 到 右 闭 性 定理 的 证 明 . 假设 (X,),,>6 一 致 可 积 , 由 


EIX,| <e+ 1/ AX) 


[Xnl2 el] 
和 一 致 可 积 性 知 sap 到 Xa| < oo. 从 而 由 收 合 定理 (定理 5.12) 可 以 得 到 X。 Aas 
Xo ELl. 由 此 及 一 致 可 积 性 
—> Xn 2 Xo 
一 全 XT Tt ooda | EF 
= /X= /x EZ. 


有 时 , 我 们 需要 考虑 单调 下 降 的 go 域 流 (到 ao: 如 和 闪 2m 则 到 cc 天 
此 时 , 命 多 _ in = 区 ,nn 之 0. 则 (这 _,jnyo 成 为 单 请 上 升 o 域 流 : 如 -mg -nm 
则 这 


定义 5,17, 设 《全 nn 为 (要 nn0 适应 的 可 积 随 机 过 程 ， 且 (FF 单调 下 潍 . 
命 罗 = 史 Y = Xn n>0. 称 (Xnjnzo 是 关于 (多 ) 的 反 向 鞭 ( 反 向 下 
鞭 ), 如 果 (人 nan0 是 基于 (多 的 鞭 ( 环 闭 ) 
试看 收敛 性 ， 因 为 【Y+ ) 关于 (多 _) 为 下 载 ， 所 以 sup RY, & EY = 
EX+ < oo. 因而 存在 X_w 使 得 
Nn = Yn CO a.8. 


奴 一 方面 , 由 车 E. 多 及 多 知 天 woE A Nn 但 由 于 


由 淮 0 
m> n= EX nl > Xm = EX 2 EXm. 
即 当 n 1 时 , EX。 |、 我 们 还 需要 条 六 “lim EXn > 一 Don 以 保证 区 _。 的 可 积 
性 . 
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定理 5.18. 变 (Xn no 为 乒 向 下 款 . 如 果 mm EA, > 一 Do 则 (Xnlnz0 
一 至 可 积 且 存 在 入 _o E 门 到 。 使 


闪 . 辣 ， 
A oo， 
Li 


从 而 (多 je 也 是 反 向 下 娄 . 
证 明 只 需 再 证 (Xn)nz0 的 一 致 可 积 性 . 对 e > 0, 选 定 kk 使 


EX ~ lim EXn, < é. 


则 由 
EXiIF nl| 2 Xn, 如 裕 交 

知 

EX Xn 2 6) = ElXn; Xn 2 0 — ElXn; Xn & -a 

= EXn; Xn, 2 oa] + EXr,: Xn > ~a) — BX, 
& RfXi; Xn 2 oa) + BXn: Fn > —0] — EX 十 二 
之 XK > 2 a EXk; Xs Sl +e 
< ElXEl; Xn So + ElXEl; Xn & 一 al] 十 = 
二 至 (nl > ol +e, 

但 当 ea 一 seo 时 ， 


PXal > al < ZBIXol = (EX -EXn) < ~(2EX¢ — lm EXn) 0 
关于 人 关上 大 一 致 地 成 立 , 故 由 定理 5.15, 当 ox 充分 大 村 ， 
sup El XEl; {Xnl 2 a te, 
妖 裤 左 
从 而 当 a 充分 大 时 ， 
sup EXnl; Xnl > ol < sup Bll Xl; | 关 加 二 sup El Xnl; Xn| 将 加 


3s. 口 


85.5 ”连续 参数 革 (上 、 下 持 ) 


在 研究 连续 时 间 参 数 的 著 ( 下 挝 ) 时 , 自然 希望 把 它 归 结 为 离散 时 间 参 数 情形 . 
回忆 在 研究 强 马 兵 性 时 , 从 离散 值 停 时 过 渡 到 连续 值 停 时 , 一 个 自然 的 要 求 是 过 
程 右 连 续 : 此 时 

TT = i ArT. 
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因此 , 右 连 续 性 起 重要 作用 , 特 细 是 Boob 停止 定理 : 
EX ,] = (2)X,, 

更 [X7| 多 sj = (2)Xs, 加 TS 

E[XT| 祈 8] > Xsnr， 一 般 情 形 ， 
此 外 , 在 强 马 氏 性 研究 中 , 还 要 求 过 程 具 有 Foller 性 : 即 对 于 每 六 E (要 ), 映射 
rz -下 -FE ) 连续 . 在 这 里 , 我 们 代 之 了 以 

了 | 了 Fr | Fr. 
这 就 要 求 (8,jio 具有 右 连续 性 : ,= 让 如 不 然则 以 11 = 站 


代替 原先 的 关 ,, 那么 o 域 流 (9 ja 就 成 为 右 连续 的 了 有 了 这 些 想 法 之 后 
容易 把 离散 时 间 参 数 的 (下 ) 靳 推广 到 连续 时 间 参 数 情 形 ， 作 为 例子 我 们 来 证 
明 


定理 5.19， 设 (Xjiz 为 下 歉 , a.s. 右 连 续 , 则 对 于 几乎 所 有 的 ww. +t 一 X(t ew) 
在 任 一 有 限 区 间 上 有 界 . 


证 明 只 需 证 sup |X 对 每 n > 1 以 概率 1 有 界 . 由 右 连 续 性 , 这 等 价 于 


telD.n 


sup X= sup | 各 | 
tenn[0.nl LE{Or] 





以 概率 1 有 界 , 此 处 DD 为 [0, oo) 中 的 任 一 可 数 笛子 集 . 再 记 也, = Dn [0,nl]. 
设 Uw 为 Phn 的 任 一 有 限 子 集 , 并 表 


Uw = {to < < 
划 因 (3 = Xs jos<ksw 为 下 鲍 . 故 
P| mas [Xe > a] < Xes| < EX 
令 Um 1 D,,, 我 们 得 出 
P| aap [Xi > a] < 2 Xl 
teD, 0 
再 命 m 一 oo, 得 到 
P| sup | 区 | = oo| = 0. 器 
teED,, 
对 于 给 定 的 下 (Xi)rpo, 当然 有 适应 性 : 


Xi EF,, 日 
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如 上 所 述 , 当 (多 四 非 右 连 续 时 , 则 我 们 总 可 以 用 多 代替 到 ,而 假定 (六 
右 连 续 , 因为 此 时 适度 性 条 件 “ < 多 :+ ”是 平凡 的 .以 下 设 (Fo 有 过 
男 一 问题 是 如 (X,) 不 右 连 续 怎 么 办 ? 


定义 5.20.， 蒜 (Yi) 为 【总 ) 的 信 正 , 如 对 每 一 t, 二 XX,， as 


定理 5.21， 设 (XX) 为 下 鞭 ,( 实 上 在 连续 , 则 (Xe) 有 右 和 连续 修 正当 上 且 仅 当 EEX， 
右 连 续 . 


证 明 见 |43, P.199] 定理 3 口 


$5.6 款 论 应 用 两 例 


1) 强大 数 定律 扶 论 应 用 的 一 个 典型 例子 一 一 古典 的 强大 数 定律 , 可 视 
为 驶 论 的 重大 成 就 之 一 (J. Doob, 1949). 


定理 5.22， 设 (Xn)nz1 独立 冰 分 布 , | | < oo. 则 


VX/n Ss EX, NR 00. 

此 二 1 _ 
证 明 不 妨 假 定 了 XI = 0, 从 而 & = DX 关于 他 := ofSk :天 所 站 是 蒜 
命 多 .= ofSm : m ?0 则 时。 | 多 NN 固定 六 :1kgn. 考 


虚 拷 an = E[XR|S |. 则 由 反 向 款 的 收敛 定理 (定理 5.18) 知 E2, = EX > 
— OC, Fn nr 2 & 你 . 特别 地 


/apel= =/ 2 4E8 


从 而 Z_。 = 下 区 | 芝 |， 另 一 方面 , 由 于 六，= cf Xn : 站 >m+TD, 而 
(Xm m > ny) 与 【了 Sn) 独立 , 因而 对 于 一 切 mi， … ,me 2 n+1, 我 们 有 
E{9(S5) fi Xm) fel Xm 和 下 (和 Sm m n+ 1)} 
= E{EIXRg( SA) fi (Km) fe Kmi))Sn, Xm : m 2 n+ 1))} 
= ElXig(Sn)] ELf (Xm ).… fel Xm 《由 独立 性 ) 
及 由 独立 性 
E{g( Sa) (Xm) fe Xm EX Sn]} 
= E{fi( Xm 7 Nm EIXk9L on) onl} 
= Elfi(Xm fe Xme)}ELXrg9(Sn)). 
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进而 区 多] = E[Xyk|Sh, Xn : m > nt 1 = EXr|S,] = EIX1|S,], 后 一 等 号 
是 因 X, 与 区 的 对 称 性 : 
Elf( SX = ELf(Sn) XR], 
这 可 用 单调 类 定理 证 之 . 在 前 一 式 中 对 才 从 1 到 二 求 和 , 得 出 
Sa 一 了 (XilSn) = EC 多 
再 使 用 一 次 上 面 的 结果 : 


E|X1|S ,| EX no oc. 


最 后 , 由 lim gr/m = lim > jn 知 lim Sn /fn 是 尾 可 测 的 (Kolimogorov 零 霹 


律 ), 因而 必定 是 常数 . 此 项 数 必 须 是 EIELXIS)] = EX = 0. 口 
2) 马 氏 链 的 鞭 肇 画 ”让 我 们 回 到 马 氏 链 . 设 吾 为 可 列 集 , (XX,)is0 为 马 氏 
链 , 具有 时 齐 转移 概率 矩阵 (PP; (2)): 
PPIX; = jxXo 三 站 三 Pi 
假定 其 @ 矩阵 @ = (qi;) 全 稳定 : 
人 一 一 9 < 00, Yi, 


且 保 守 


Yq = ft Yi Ee 下 ， 
i 


再 设 @ 过 程 唯一 , 因而 (pij( 间 ) 满足 向 前 方程 
PP 的 一 “Pi 人 的 8 


皮 全 到 


两 边关 于 + 取 积 分 得 
Dutlt — pij( 【3) = T Dp tg;dyu 


-/ DPik(u) nude Dij(ugrdu. 


3 kA 


以 P; 表 从 出 发 的 概率 , 即 P(X = 着 = PLX = j|Xo = 小 而 以 BE; 表示 相应 的 
积分 : 


Bf(X) = EFCXOXo = 计 = Y fiPIXs = klXo = = pk 的 大 
上 上 


(5 
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青 命 8f(i) = 2 Tf 则 对 于 了 = 万: 上 (KR) = 54; 我 们 有 
2 


gx; = QE(k) = > ke 人 
下 
Bag = >》 一 天 = 本 (有 :和 = 
上 不 此 
= E:(QF(X,)). 
使 用 这 些 记号 , 由 (5.4) 式 和 Fubini 定理 得 
Bil;( Xt) — Bilj{ Xa) = / Ki Wl (Xu) dy = 5| |/ oojd| 
或 者 
|509-500- opocoa| =0 

今 设 (多 t) 为 过 程 的 自然 a 域 流 , 则 由 马 氏 性 得 


e600- f Qi 六 jdul 视 ， 








= Ei(T;(X)|X,) -mf Ql {Xu duiX 





| -feu0u 


-Rl(D XOX) + A 500- ou (Xu)dulx 





, 
A A OE A 
- 1/ QL (Xo)du 

(a oo-/ QTLX ujdu, PF 上 


是 FP; 著 .， 更 一 般 地 , 车 /为 只 依赖 于 EE 中 有 限 多 点 ( 即 具有 紧 支撑 ), 记 为 


Fe Co 则 , 
i i 了 t 
(ro 1/ Qf (Xu) du 7 


1 
-FL / Qf(X dy 


~ f Qu 


这 表明 


是 记 ; 著 . 简 记 


则 我 们 得 出 如 下 结果 
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定理 5,23， 对 每 一 个 了 E Co( 互 ), (X14jwo 是 P; 问 . 


wD 


这 是 马 开 链 的 一 种 拷 刻 茵 . 事实 上 , 这 种 刻画 也 适用 于 一 般 的 蕊 氏 过 程 . 


85.7 补充 与 习题 


. 证 明 引 理 5.2 之 (1).-(3). 其 中 (3) 的 数学 表述 为 : 若 (Xu>oii = 1,2 是 下 


鞍 ， 则 上 端 (XY VY 0 也 是 下 蒜 . 


, 证 明 对 所 有 的 非 负 土著 XX = (X。) 及 实数 x > 0, 都 有 7rPlsup 三 了] 芯 


EXn. 


， 若 (XX) 为 款 , 则 对 于 每 一 常数 c, (XX A c) 为 上 蒜 . 
. 设 (ja 为 Zi 上 的 土 蒜 , m < 7 < ，…… 为 停 时 . 证 朋 (Xz6 还 是 上 


装 . 


:机 (jnzl 独立 同 分 布 , 目下 XI = 0,EX? 一 1. 令 六 = og(Xm 出 六 站 


Sn = DX. 则 (Sn 多 al 和 [32 一 La 都 是 著 . 


. 若 (Xn)nD 为 非 负 下 款 , 则 (X= Max 大 jms0 还 是 非 负 下 款 ， 
, 设 (nz6 为 五 上 的 马 氏 链 , 具有 转移 和 矩阵 P= (pi 了 = fiE 五 为 


非 负 有 界 的 序列 , 满足 
fi) = 2 ,ps10), ie 至 (5.5) 
令 二 了) 六 = oly mm) 则 006%, 六 i.) 是 抽 ,， 著 将 (5.5) 换 为 : 
fi) 安 pi 让， 六 由 
i 


则 已 是 上 歉 . 


: 设 (Yi)nzo 为 五 上 的 己 氏 链 , 具有 转移 知 阵 P = (piy). 设 f 为 PP 的 一 个 


特征 同 量 , 即 存在 > 0 使 得 
Af(D) = poflj), ieE, 
i 


令吉 二 和 区 = orm mn 则 (XX,, 沪 %) 是 炽 . 


. 设 (各 jiso 为 状态 空间 {0,1,2,…} 上 的 9 过 程 . 若 y = (yl( 引 :i 宛 们 为 


Qy = 和 y 的 非 党 解 , 证 明 YY =e-*y(XX(t)) 为 各 
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10, 


11. 


12, 


13. 设 


1 和 4， 


15, 


i6. 


1Y, 


在 推论 5.5 的 前 提 下 ， 证 明 Xr 所 .将 了 他 > 9 Ee Fs 及 THT Ss] 所 人 ,. 
设 无, 为 名 上 的 对 称 随 机 游 动 , 令 r = min{n: Xn € {NM},N,M 2 0 
多 = 所 如 证明， 
(2) {XN， .全 是 辕 ; 
fbj Yn 安 1,TAn 是 停 时 ; 


(¢) PolX; = N]| =1- PolX, = -MI|= M 


M+N 
若 X, 为 多 上 的 非 对 称 随机 洲 动 【加 birt = PBil = p+9 = 1), 令 
T=minfn: Xn EE {N,—M}, NM 2 0, = olXm,m < n), EE 








| _- M 
PofX, 一 N] = 一] - Pol Xr 一 一 并 ] 一 1 二 rs 


jiz0 为 随机 变量 序列 , $(x) 为 对 称 的 、 非 降 的 函数 , 且 #0) = 0. 并 
全 得 1 (Y i))0gign 为 下 款 . 国定 0 = 5 所 引入 … 芯 中 证明 


， EIGY)| — EB 
PllY | asl gign21-yY > 
> Pl8i) 


(者 8(z) = |rP,Pp > 1si= 82 =… 二 入 即 得 到 Kolmogorov 不 等 式 ,) 
二 (Ki Fs0 是 一 个 右 连 续 蒜 ， 是 一 个 非 负 辆 函数 , 则 对 Ye > 人 


正 sup {i 守 E 


t20 





1 
& - sup EF(X:). 
€ tO 


设 {XX { 汪 ， Fn nso 为 蒜 . 证 明 

{ ) EE in 一 Re, Yn 党 0: 

(b) V n,m 2 0, EXnim| nn = Xn 
) 


(c 令 YY, = 则 (nn ) 是 鞍 ， 

(Kolmogorov 零 查 律 ) 设 (XX,);so 独立 随机 变量 序列 , .多 为 尾 oz 代数 , 即 
多 = 站 .沙洲 = of Xna+t) 证 明和 YAE ,要 人 么 P(AY = 1 
要 么 POA 0 = 0 从 而 任意 随机 变量 了 <E 六 , 存在 -oo gc < oc 使 得 
PlY =c=1, 
设 X,X,n > 1 是 可 积 的 随机 变量 , 且 当 a 一 oo, PIIXs| > 可 0 关于 
nn 宇 ] 一 致 地 成 立 ， 荐 


各 


lim ap | IX|dP =0. 
MO nr Xn za 





18. 


19. 


20. 


21. 
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试 举 … 钢 : 蒜 总 是 L! 有 界 的 但 不 是 一 致 可 积 的 . 


设 (Xi jgo,n > 1 是 一 列 (多 蒜 ， 假设 在 LP(p e [Lool) 中 , 对 任意 
t 宕 浊 ， XI™ 一 总 , 则 (CRytzo 也 是 (六 ,) 鞭 ， 


设 (Kn; Yn nz0 均 为 (Fn nd 拷 ， 1 为 停 时 ， 设 在 全 < oog] 上 ， 成 开 二 YT, 
则 
Pa be 7 
Yn 
是 鞍 . 


考虑 @ 过 程 xX, 具 无 穷 小 生成 元 中 令 ,ni 2 0 为 第 n 次 跳跃 时 间 ， 
To 一 Lim Tw: 满足 PI < 0 二 1,Plrw 一 %0]=1. 令 信 ,= oo{X, :3 
对 Vif(i) >0, A (让 < oo, 定义 

ji 


Z(H) = f(Xi) exp - / 的 Coaa ， Zi) = ZA) nn 0 


了 
则 
(a) EiZntt) = fit 2 0; 
(by Yi (20m)) 匀 7,Pi) 是 蒜 , (2(), 交 ,,P;) 是 上 逻 . 
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8$6.1 布朗 运动 


无 论 从 实际 应 用 的 角度 成 从 数学 理论 的 角度 来 看 , 布朗 运动 者 是 一 类 极 闻 
重要 的 随机 过 程 . 1827 年 , 英国 生物 学 家 布朗 (Brown) 发 现 水 中 花粉 的 运动 , 起 
因 于 花粉 受到 周转 水 分 子 的 碰撞 , 水 分 子 的 运动 产生 一 种 随机 力 , 而 花粉 粒子 每 
秒 钟 所 受到 的 碰撞 次 数 非常 大 , 约 10” 次 . 因此 , 花粉 的 运动 可 看 作 是 受 大 量 微 
小 作用 力 的 作用 而 作 的 随机 运动 . 设 B, 为 一 个 花粉 粒子 在 t 时 刻 所 处 的 位 置 的 
一 个 上 坐标. 如 液体 均 句 ， 则 自 t1 到 t» 的 位 称 Bi, — Bu 是 许多 几乎 独立 的 小 世 
移 之 和 , 即 许 多 小 独立 随机 变量 之 和 . 依 中 心 极限 定理 ， 


Bi -Be 一 fat,ta)hz 人 ,如 力 【 增 重 的 正 态 性 ) 
此 处 .Y fa,z) 表 以 4 为 期 望 、 以 og 为 均 方 盖 的 正 态 分 布 . 由 液体 的 均匀 性 


attl } t2) 三 0, 
cf. = ozfts -tt1). (分 散 程 度 与 时 间 成 正比 ) 


此 处 的 o > 0 为 介质 常数 (依赖 于 液体 的 性 质 ) 而 与 时 间 、 空 间 无 藉 , 再 则 , 由 
于 BB 一 B11;…， Bi 一 Be, 分 别 是 许多 几乎 独立 的 小 位 移 之 和 , 故 拟 设 它们 
是 相互 独立 的 . 


定义 6.1， 称 实 值 过 程 【Bi)i>o 为 布朗 运动 (BM) 或 Wiener 过 程 . 如 它 满 足下 
述 两 条 件 ， 


(1) 独立 增 量 性 . 对 任意 的 0 = 加 < 蝗 < 妇 芭 : 二 所 人 安信, 增 站 
Bi, — Bt,, Br, 一 号 四 Bi, 一 Be, 


相互 独立 【这 种 过 简称 为 独立 增 读 过 程 ), 而 且 这 些 增 量 也 与 Bs, 独立 . 
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(2) 还 态 性 . 对 于 每 s <t,， Bt -Bs ~ 人 0,9]t 一 3] 襄 ). 此 处 o> 上 为 常数 ， 


设 【发 ji 为 独立 增 量 过 程 ， 阁 次 忆 与 让 一 天 本 
和 .ta = 必 也 独立 , 则 (Xi)wzo 此 定 是 马 氏 过 程 . 事实 上 , 对 任何 的 0=t0 < < 
四 tn ， 傅 


Yn = i = 看 一 省 各， n= Ni 一 六 #1， 
刚 (jwo 是 独立 rw 系列 , 目 X，- 闪 汪 为 独立 rv 之 和 , 从 而 是 马 氏 的 
3 
PX Sal Kt, 1 = PXe, & olXt, 


对 于 BM, 车 假定 PLBo = 9 = 1 刘 (Bi)xzo 是 马 民 过 程 . 由 上 述 可 见 , 者 记 
$ 二 tl1: 则 





PIB:; | Br,, “1! , Bi:,_ | 一 PIB, eB,l. 
另 一 方面 , 利用 过 程 的 独立 增 量 性 质 , 我 们 有 
EB) Bi)| = E[f(B, — Bo}g( Bi — Bs + Bs 一 0j 


"ah |- A 
a 2 人 exp -去 jf nr / op | - a yy jjoc + Wd 








mh- 二 dt op | ~ 2 say 
Me fa — ,Tdy)g(y), 
民 
此 处 ] i 
p(t x, dy) = vanto - Wy | 


对 于 下 太 (Bu) 也 有 类 似 的 表达 式 . 这 表明 : (Bi)4>o 是 具有 转移 概率 p(t,x, dy} 
的 马 民 过 入 


86.2 轨道 性 质 
定 建 6.2 (Kolmogorov 判 准 )， 假设 Ja,e >0 使 





EllX: 一 区 上 | 呈 ] 所 COnst ， 全 | 作 <， t,t 十 iE [a, 世 ， 


则 过 程 (jislab a.s, 连续 ， 
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对 于 BM, 我 们 有 


' 2 1 tx 2 yr 
E(B — Brrpi ™) = | 有 exp | - | 
=! ! -2 ; 


. 1 ， I 1 ta sy 辫 

一 并 一 -一 2 Ne 一 一 -| 
(ow hl|) | op | | 

= 人 人 | 下 | ， JE 汉 . 


可 见 , (B,) 的 轨道 as. 连续 . 应 用 可 分 性 , 可 造 出 ~ 个 可 分 修正 : 使 得 此 修正 的 一 
切 样本 轨道 连续 . 另 一 方面 





POND = fon = Br fe |- | 
一 (CE 及) C CelR) 
一 (Pbjiso 是 Foller 的 . 
进而 (B,) 是 强 马 氏 过 程 . 车 实 上 , 我 们 有 更 一 般 的 
定理 6.3，({Bijiz0 关于 ({ 罗 jitye 是 强 马 氏 过 程 . 
由 于 常数 o 常 为 累 装 ,下面 作 一 限制 . 
定义 6.4， 称 {B41) 为 (标准 ) BM, 如 果 它 是 BM, oa = 1, 一 切 轨道 连续 上 且 Bo = 0. 
上 面 研究 了 BM 的 -~ 些 简 单 性 质 , 下 面 将 研究 BM 的 一 些 “奇妙 "的 特殊 性 


质 
定理 6.5， 设 (Bijiz0 为 BM, 则 下 述 过 程 也 都 是 BM. 


(1 {Bijszo 【 美 于 原点 的 对 称 性 或 发 射 不 变性 ). 
(2) {Btzs 一 鼎 :)iz0, 5 之 0 疾 定 (起 皮 变 乒 )， 
(3) {eBiywzjizo: c > 0 图 是 (尺度 变 摘 ). 
(和 《Binjtzo, 约定 它 在 t 二 上 0 处 为 夫 {时间 倒置 ). 
(5) 天 定 4> 0.(B, 一 Bo_rjosigw (时 间 反 向 ). 
证 明 ”只 证 {4). 命 
Xi=tBin, > 
a】 由 于 中 (0 vt 可见 


Xm N00 VBE) = 0, vt). 
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b) 再 则 , 车 sg&f, 则 
EIB, Be = EIBst Br 一 Be)] + EB? = EB, R(B, 一 Bs) + EB: = EB, =s. 
从 而 EEjB。Bi =sAt 进而 
ElXs Xi] = stElB1s Biy] = 8 At. 


这 样 ， 车 0 < ti < 42, 则 ElX:, — 0 )? =to— dty+t = tti. 故 
用 1 一 Nr, ~ ND, wt2 一 t1 ). 
c) 男 一 方面 ， 对 Qc<ti<to<ta ta 由 增 量 的 正 访 性 有 
El Xe, 一 Xr Ne, 一 | =toAta—fiAtd —taAta+tints 
= 一 一 ts+t1i=0, 
这 证 得 过 程 具有 独立 增 量 ( 热 知 , 正 态 过 程 不 相关 < 独立 ). 而 对 任意 的 0 < 


to < tn 
ea = DetiBiy. 
1 二 颁 i= 

是 正 态 的 , 故 (Xi)iso 是 独立 增 量 正 态 过 程 . 


d) 最 后 , (5) 的 一 切 轨道 在 (0,00) 上 连续 . 至 于 在 + = 0 处 , 按照 BM 的 性 
质 取 可 分 集 R, 以 0 为 极限 点 , 则 


lim ££:=0, .8. 
teEB, tin 


因此 , 可 补 定义 Xo 三 0 且 使 (Xi) 在 t=0 处 ( 右 ) 连续 ， 口 
注 6.6. 上 面 的 (4) 给 出 如 下 强大 数 定律 


中 中 Lp, -| =1. 
ttfoo + 
定理 6,7， 以 概率 1, BM 在 任 一 点 + 守 0 非 Lipschitz 连续 , 因此 , BM 无 处 可 微 . 


证 明 设 Bilw) 在 某 te 10,1) 处 Lipschitz 连续 . 则 存在 4,m & N 使 得 下 述 增 
量 估计 
< 

1 


对 一 切 n zzm 和 {0,… ,n 一 十 中 的 接连 三 个 成 立 , 记 此 事件 为 A. 若 记 


站 


n=7m 上 二 0 j= 


Br — Bs 
1 th 














Burriis — Brti 
n [0 
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则 上 述 宴 件 可 表 成 A = 站 站 Ae,。 因此 , 我 们 只 需 证 明 P(Ag ) =0. 但 


本 


一 一 -一 








Bitiit 一 Biri 











站 
】 (由 增 入 独立 性 和 平稳 性 ) 


了 
所 一 
n 





Bi 








亚 a 人 (| 加 < |) (尺度 变换 ) 


3 2 
< const . lim 直方 ) 因 / eT /dr ~ 0) 
no AVI 0 


最 后 一 步 说 明了 取 接 连 三 项 的 原因 ， 口 





BM 的 样本 轨道 示意 图 
由 于 有 限 变 差 钞 数 几乎 处 处 可 导 , 因此 


推论 6.8， BM 在 任 一 有 限 区 间 上 和 非 有 界 变 差 . 
定理 6.9 {BM 的 重 对 数 律 (Lévy)). 


了 | 已 : 一 B,| 
410 oct (24 log log #)!/2 
一 号 忆 


86.3 布朗 运动 的 凌 性 质 
设 (Buezo 为 定义 在 某 梳 率 空间 [9, 多 ,四 上 的 (标准 ) BM 命 元， = olB, : 
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gH). FF = NF = (UU 人 ), A 为 一 切 P 零 集 的 全 体 . 我 们 称 


(多 中 是 (天 人 的 完备 化 作 完 备 化 是 为 了 使 T4 = inf{t 2 0: BE} 关于 一 切 
站 6 . 苛 { 区 ) 可 测 . 


定理 6.10， 关 于 (多 iso 和 已 , (x E 以 ), 下 述 断 膏 成 立 . 

{1) 【Bi 是 闭 . 

(2) 1B2 .tao 是 蒜 

(3) 对 每 9e 民 (exp 19B。 519]),s 是 孝 , 称 为 指数 蒜 (BM 的 拉 氏 灾 视 ) 


(4) 各 fe C2(R) (二 阶 人 篇 导 才 连续 ) 了 与 Af = 叶 有 办 则 


(B80) - [ Af (Bd) 
是 凌 
证 明 (1) 由 马 氏 性 
EE, [fF(B) | ,] En flB;), i Ep ‘ZR). 


然后 由 单调 类 定理 知 , 上 式 对 十 一 切 使 A{B4) 可 积 的 了 E 多 令 ) 也 成 立 ， 特 别 
地 ,由 B 的 可 积 性 得 出 


RE, Big ,| 一 Ep. (Bi1_s). 














然而 
EBt = | p(t,t. dy)y = a/ | 鱼 ydy 
= / |- 也 一人 ({y — ZT) + rldy 
二 工 . i [- Exp | 一 2 
= 
故 正 CT 


) EE Jp- -El Br — Bs) +2Bs(B,— B+ BlFs] = (t— 8) +0+B:. 
加 所 
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因为 B. 一 B。 ~ {0,1 一 8), 得 出 亚 X2 = 1， 另 一 方面 Xs 与 多， 独立 且 
X 一 于 因而 


Ei [Xd = RlX XSF ,| 一生, 开工 = X,, 


(4) 这 一 条 留待 以 后 再 证 . 见 第 八 章 第 8.5 节 . 口 


86.4 ”高 维 布朗 运动 
定义 6.11， 烈 ,… ,BE 是 相互 独立 的 (标准 的 ) BM, 则 Bt = (BI，，… ,2) 称 为 
d 维 布朗 运动 , 记 为 BM 
如 同一 维 BM, BM 具有 转移 概率 ; 


d 
1 
Plt, dy) 一 人 2rtja72 exp - ot 2 和 | dy, TYE Re 


+ 一 1 


容易 证 明定 理 6.5 中 的 诸 结论 对 BM4 仍 成 立 . 
定理 6.12， 关于 (多 jjt>0 和 Ps (x € 民 ), 对 BM*B,, 下 述 断 言 成 立 . 
(1) (Bt)zzo 是 对 . 
(2) (Bol? 一 三 js 是 闭 , 这 里 |z| = (2 十 十 了 23)172.z < 下 4. 
(3) 对 每 6 & Ri, (exp MM Bi) 一 3 由) 是 装 , 称 为 指数 贰 (BMS 的 拉 氏 变 
换 ), 这 里 好, 胡 = Dat ZTE Rd. 


四 如 fe C2(R (二 队 信 导数 入 续 )f 与 Af = 中 5 二 有 各, 则 


(Ja - / af(Budw 


86.5 补充 与 习题 
1. {a) (X,Y) 是 二 维 的 正 态 分 布 当 且 仅 当 对 任意 的 a,9 e 及, aX+ BY 是正 
态 分 布 . 
fb) 试 举例 说 明 : 叉 ,Y 是 正 态 分 布 ,是 不 相关 , 但 X,Y 不 独立 ， 
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2. 令 T(o]={10StSti: Blw) = 吴斌 证 明 对 YuwegDTte) 是 闭 集 , 并 具有 
Lebeseue 零 测 度 . 


.利用 BM 的 重 对 数 律 ; 


尖 





lim su 


B 1 jm inf. DB 
tj0 /atloglogti = na v2t loglogt”! ， 
证 明 : 十 题 中 T(ww) 一 定 是 一 个 无 穷 集 , 并 日 是 一 个 完全 集 (没有 扳 立 点 ). 
| 4. 傅 关 一 if 攻关 0 已 一 中 ER. 试 证 对 于 {标准 ) BM, mm 的 分 布 密度 为 
r(2nt) ?expl--z* /2t]. 


| 提示 : 由 上 面 的 性 质 (3) 导出 


1 
gen (ee 一 jr) :mm|=1. 





由 此 导出 Pr. < ool = 1. 青 取 入 = ;7 得 出 m 的 Laplace 变换 
Eexp[—Ars| = exp[—I(2A)! 2], YA> 0 


由 此 导出 绪论 . 
5. 证 明 概率 密度 函数 


plt,z, 一 0 exp[—(x 一 y}/ 


满足 热 方程 
dp _ 10°p 
MH 2 dr2 
和 . 证 明 对 任意 的 上 > 0， 
zn 
DB 加 Bg vw] 了 t, 1 一 Do. 
Kr} 


从 而 BM 在 任 一 有 限 区 间 上 非 有 界 变 差 . 
7 了， 证明 如 下 BM 的 Kolmogorov 不 等 式 : 


t 
P | sup | 号 | > "| 忒 坪 


[上 





10， 


11. 


12. 


13. 


14, 


15. 


8$6.5 ”填充 与 习题 .这 





. 证 明 Poob [7 不 等 式 : 


| max [Bl | < dB:. 
(a | 


. 令 W= Bds. 


faj 证明 EIW] =0 及 EI[W2] = 83/3. 
{b) 求 给 定 B: = 7, Wi 的 条 性 分 布 . 
(c} 证 明 {Wi 一 +B6) 是 加 ， 
证 明 B3 - 31B,, BB# -6tB2 1 3t?,.… 均 是 鞠 . 
设 (8B,) 是 BM, 证 明 
(a) 
+t 
Eexp | Buds = exp( A /0: 
0 


Eexp E f sBuds = expl Nt 718). 
0 
设 (Bi 是 BM, 令 XX = etiBez,t > 0 = Bl-tBi,t € [0.1], 计算 
EX:X,,t,s >0 和 EYY,,s,t e lo 
令 Mi = max B,, 证 上 朋 
DE SE 
(a) Yi = Mi — Bb 为 马 氏 过 程 ; 
(b) 过 程 (Y4) 与 过 程 (|B4|) 等 价 ( 即 任意 有 限 维 分 布 相同 ). 
考虑 实 值 连 续 可 积 沙 数 f 满足 
广 f(r)dr =G> 
定义 过 程 


] t 
F | HBJjds 
证 明 极限 lim E[Y4| 与 im ElY2] 存在 , 并 求 其 值 


证 明定 理 6.5 中 的 (1} -~ (3). 


. 设 {B,) 是 BM, 多 ;= o(Bs,s & 人 ,7 是 关于 多 + := 们 六 ,的 停 时 . 令 


B = Bi+r ~ 8;; 则 (Bi) 仍 是 BM. 
提示 : 利用 定理 6.3, 使 用 特征 函数 证 明 对 任意 < t2 < … < (Bi,…， 
BB ) 与 (Bi,,… ,Bt ) 同 分 布 . 
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17. 设 (5B,) 是 标准 的 BM, 令 r=intt:Bigta ia<0< 蕊 ,利用 炽 的 停止 
定理 证 明 下 DB, ==1- PB. =a= a/tb— 

18. 证 明定 理 6.12 所 列 的 诸 性 质 . 

19. 设 B, 为 BM, 令 久 , = ea 为 几何 BM, 计算 其 扩散 系数 

E[{ Xern 一 Xi} [Xt = A 


alz) = lim 四 ,Oro, 
和 漂移 系数 
blr) = lim EX — XX = NI. 


hl0 下 


20. 设 为 {标准 的 ) d 维 BM, 令 BR; = |Bi| 为 径 向 BM. 
{a} 证 明 R, 是 马 氏 过 程 , 且 转 移 概率 为 





只 全 
_ I 十 _ re _ 
plt, 7, dy) = 二 exp - 7 Jw W272) (2) ye ldy, 


其 中 无 为 Bessel 函数 


2 2 二， 
= kT(k+r+1} 


fb) 令 了 = inf{t 0:8 = 站 ,利用 车 停止 定理 证 明 ET = r?/d. 
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87.1 随机 积 
本 章 的 目的 是 给 出 如 下 的 积分 的 定义 : 
三 pd Bi, {7.1) 
和 


其 中 BB 为 Brown 运动 ， $= (1) 为 一 (办 1 适 疙 过 程 , 即 Br EP := or{B, : 
s 所 和. 回忆 定义 轿 数 的 Riemann 积分 户 dt 时 , 来 用 的 是 Riemann 和 


DY we (tir — ti) 

j=0 
通 近 . 此 处 0 <i << tn+1 = ,0 € lti, tr]. 如 果 必 是 随机 的 , 把 WH{0;) 
理解 为 在 时 刻 8 的 观测 值 (随机 变量 ), 那么 上 述 道 近 虽 然 可 以 逐 点 (逐个 w) 定 
闵 , 但 过 于 粗糙 , 四 为 随机 误差 被 息 略 了 . 更 为 网 埃 的 台 近 应 当 形 如 


bei = tH) + bo, (Br,,, — Bes). 
i=0 
这 里 (Bi - Bi,)iz1 是 均值 为 零 , 相互 独立 的 正 态 分布 , 万 是 常见 的 误差 形式 . 
由 此 可 网 , 我 们 需要 研究 形 如 
1 1 
| t 
/ 型 :+ ped Bi 


的 积分 . 后 一 加 项 即 是 本 章 所 需要 处 理 的 关于 BM 的 随机 积分 . 由 于 Brown 运动 
的 轨道 ( 即 给 定 w, (Bi(w)y)jezo) 不 具有 界 的 变 差 , 所 以 不 能 将 上 述 积分 (7.1) 作 
为 通常 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 (固定 iw). 为 克服 这 一 困难 , 历史 上 曾 作 过 许多 
努力 . 例如 N.Wiener 情 用 分 部 积分 公式 


3 1 
/ bidB: = Hi Brld — / Bgidt 
0 0 
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来 定义 随机 积分 (参考 习题 2)、 然 而 , 这 种 定义 方法 要 求 ws 绝对 连续 , 依然 不 
能 包括 请 BidB#. 因此 我 们 需要 在 新 的 收敛 意义 下 , 给 出 积分 (7.1) 的 定义 . 要 点 
是 : 虽然 BM 无 界 变 差 , 但 二 次 变 差 有 限 . 因而 可 以 在 ze 等 距 同 构 意义 下 定义 
随机 积分 . 这 种 定义 不 是 逐 点 的 , 而 是 几乎 处 处 

令 





多 ?= {6 = (内 ] :6 为 适应 过 程 且 Ef Pedt < oo 


对 we 多”, 定义 |g 上 =f 02dt, 则 容易 验证 -|| 是 .多 ”上 的 范 数 (在 等 价 
类 的 意义 下 ). 这 里 , 我 们 直接 处 理 无 穷 时 间 区 间 [0, co), 自然 包含 有 限时 间 区 间 
情形 : 

如 同 通常 积分 定义 方式 , 先 对 “阶梯 形式 ”的 适应 过 程 进行 定义 , 再 通过 取 
极限 的 方式 扩展 到 整个 多 ?上 . 

设 0= 如 < 有 < < 本 oo6 en 为 随机 变量 , 满足 局 < 到，( 留 心 
这 里 记 用 的 是 f; 而 不 是 ti41, 两 者 间 有 重要 差别 . 参考 习题 3 和 4). 令 


11—1 
血 =》 ET 人 t20, (7.2) 
:=0 
则 定义 #8 = (84) 的 随机 积分 为 
oo n—l 
了 一 dB, = i tiit 一 关上 
必 fs + 2 SB Bi,) 


对 如 上 定义 的 随机 积分 I, 我 们 有 
引 理 7.1. 
Es = | 内 | {7.3) 
为 使 对 任意 的 $e 名”， 定义 随机 积分 I,, 我 们 需要 下 面 的 中 近 的 结论 . 


命题 7.2.。Y 6 Ee 多”, 存在 形 如 (7.2) 的 “阶梯 形式 "的 "I 使 得 im lio™ —gl| = 
0. 


借助 命题 7.2, 我 们 可 以 定义 


定义 7.3。 对 四 二 (由 ) € 史 *， 存在 形 如 (7.2) 的 “阶梯 形式 ”的 de") 使 得 
im Ip 一 上 二 0, 则 定义 4 为 Joo 在 12(P) 下 的 极限 , 即 


。 _ 2 
sim Eis Jet) 0. 


容易 看 到 , 定义 7.3 中 所 定义 的 随机 积分 jj 在 a.s. 的 意义 下 是 唯一 的 , 而 
且 与 “阶梯 形式 ”的 gt" 的 选取 无 关 . 
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下 面 , 我 们 回头 来 证 明 引 理 7.1 和 命题 7.2. 
命题 7.1 的 证 明 由 {7.2) 及 BM 的 独立 增 量 性 ， 


Tn—1 
EIY él Bi, Fl Bi | 


+ 二 必 


Ef = 





= EB — Be) 2 二 67(B,, — Bl(Br,,, 一 已 


i= jz 
-: 
Bet -Id 0D 
命题 7.2 的 证 明 不 妨 设 5 有 界 , 否 划 令 dir 8 Vnn(--n), 易 知 
| 0, n -0. 


ai 设 |8| < MM 且 $$ 关于 + 连续 . 对 每 …n, 令 


pe 
0, 其 他 . 


由 Cauchy-3Schwarz 不 等 式 ， 


j 1 
由 "| bidt, BL tg, gjgn, 
= nn n nt 








Gr jin 2 jn 
太太 ad sf a 
jn (jn CDm 
从 而 
三 | uxf dt (7.4) 
Tan 
于 是 


do 
for shear = fa at 人 Ge = ol dt 
0 
< morpats gedt (7.5) 
一 3 


注意 到 由 # 的 连续 性 知 # 在 [0, 了 Tj 上 一 致 连续 且 有 界 , 因此 命 n 一 se, (7.5) 中 
的 第 一 项 趋 于 0. 再 注意 到 记过 时 < coyas 因此 再 命 工 一 x 可 知 当 -oo 
时 ， 

1/ | — pi™ dt 一 0 a.5. 
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f (6 — bi dt & sf (Bdt < se， 
0 0 


从 和 而 由 控制 收敛 定理 知 | -$1 一 世 


b) 设 9 MYn, 令 加 为 如 上 非 负 连续 函数 满足 : {wf 二 1 二 一 Ln 
址 120, (六 (di=1 念 


+ 
(| vs tsds. 
由 1/ Wn {8 jostds 
则 6 连续 , 且 It < 对. 容易 看 到 Wi") e 多 ,县 
三 [be doc. 
0 
从 而 由 控制 收 敏 定理 得 到 je 一 do -一 0 口 


随机 积分 的 性 质 
命题 7.4，、 对 de 窑 ， 定 义 


oC 
X= 上 pedB, := / psdBont. 
恬 习 


它 具 有 如 下 性 质 : 


(1) Xi 关于 连续 ; 
(3) 爹 


t 
Y= 1/ gadB,, 
恬 


EXiY = / besds, 
D 


则 


从 而 vo eB ,pI = E7?; 
(4) 对 任意 的 a(w), blw) EF。, 有 


t : + 
| (ad + by dB = of Hud Bi 十 »/ BudB,. 
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87.2 1t6 公 式 


如 同 微 积分 中 微分 的 连锁 法 则 , 我 们 需要 随机 积分 中 的 相应 的 法 则 , 即 所 谓 
Tta 公式 . 
设 妈 是 到, 适应 的 , ne .名 ', 令 


有 一 Xn +| sds + vsdB,, {7.6) 
y 0 


或 形式 地 写成 
dX 二 itt 十 vdB. (7.7) 


定理 7.5。 设 XX: 如 (7.6) (或 (7.7)), 设 函 数 了 :R+ x 下 一 下 二 次 连续 可 导 . 令 
Ye = f(t, Xt), 则 








他 19 
y= HE Xd H(t KOK + SoS XX 
其 中 dt 和 dBt 的 平方 和 和 汇 积 由 乘法 表 
乘积 | dt | dB 
dt 0 oa 
ja Ol + 
给 出 色 
0 
A 提 二 和 |arw 吕 exodm 
证 明 不 纺 假设 
af Of 92f 
天 Br' Be? 


均 有 界 . 可 0= 加 <f1< < 和 二 下 由 Tayor 展开 ,有 
fb XO) = f00, Xo) + 2 ANG A 
Of 2 
f{0, Xo) + a 二 AN + A 


2 


1 (Ati {AXi) + A 


其 中 


和 ti = titrl 一 i 六 Li 二 A 一 碎 4， Agl(ti, Xi) = HE) 一 下 本 Xt ), 
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所 Ri = ofAt,L 二 | 六 六 这 ). 
如 果 |At;| 一 0, 则 


Ee: ts 
HA 和 At :| of (Xjds, (7.8 
和 0 
~ Ax, = Se Ef sxx ty 
i 0 
同时 
a 


(AX;} = 7 / ui(At) 1223 of wvi(At, JAB,) 


+ 2 9 f(A 2(A (7.10) 
当 |Atil 一 0 时, 上 式 的 前 两 项 趋 于 零 , 而 最 后 一 项 在 1? 意义 王 赵 于 


f a2 
1/ f(s, Xowids. 


dr: 


D2 


事实 上 , 记 et = of, Xe = Q(ti). 考虑 














(eam oo =》 Elasoj((AB) -At((ABi2 -At 外 


i 
当 i> 了 了 时, Qiay((ABi? 一 Ati) 与 (ABjy)? -At 独立 , 其 期 望 为 零 . 同样 地 , 当 
i < 了 了 时, 期 望 也 为 零 . 于 是 当 |At;| 一 0 时 ， 


》 Ea? (AB): — Ati) =2) Ea?(At:) 


即 在 L2(P}) 意义 下 | 
AB, 2 + d 
2 { ) 1/ 在 (3 人 5 
同样 可 以 证 明 当 |Atl 一 0 时 , 六 瑟 一. 口 
高 维 的 Ha 公式 设 记 =(Bi,… ,B47 是 d 维 BM, 令 
a 
dXi = blt, XOdt + olt, XdB!, i = 1,2,... ,n 
j=1 


此 处 我 们 羽 陈 述 高 维 的 1t6 公式 , 更 详细 的 讨论 见 下 一 章 . 
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定理 7.6， 设 f= (4,… ,fn) : [0,00) x R" 一 Rm 二 次 连续 可 导 , 令 = 
jt), 则 对 1&igm, 

Of 
dr; 


1 of 
2 OrjOrk 








1 of ] 
dy = (dt + 二 bXdXi + y 


J 


(t, Xi)d XI dXt. 


其 中 dBidBk = jrdt, didt =0, dtdBi = 0, 


$7.3 ”随机 微分 方程 


随机 微分 方程 (SDE) 形 如 
dX 二 blt, Keldt + oft, Xe)dB;. (7.111 
其 积分 形式 为 ， | 
X= Xo + ot Xoat+ 上 cf Xr)dB. (7.12) 
0 0 


此 方程 的 解 X; 称 为 1t6 过 程 , 或 扩散 过 程 . 下面 我 们 讨论 SDE 的 解 的 存在 性 
和 唯一 性 


定理 7.7. 设 上 述 丸 满足 
Bt, x) + olt, 7)| & C+ zh), (7.13) 
[btm} — bE) + ett 2) — ott, | & Clr ~ Yl. (7?.14) 
则 SDE (7.11) (或 (7.12)) 存在 唯一 的 解 六 ,, 县 成 关于 + 连续. 


证 明 al 先 证 唯一 性 . 设 X,,X; 均 为 SDE 的 解 , 满足 初 值 条 件 X= 2, 计 = Z. 
令 oo = b(t Xe) = bt, Bi), Bi = 0(t, X) — olt, YY 


2 


os t t 
ElXi — Xl =E lz-2+/ mdst / BedB, 
0 0 
.12 t 2 t 2 
<3E|Z~ 名 | + 下 / reda| 上 3 / adB,| 
0 LU 


f eds 十 3E fh sa 


2 t 加 
往 亚 [z 一 引 十 3 十 前 1/ BIX, — 大 2ds- 
0 


< 3E [z= 到 + 





于 是 由 Gronwall 引 理 { 见 习题 15) 得 到 


区 |X — Xl < [2 - Beste 
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车 Z = 2Z, 则 对 所 有 + > 0, EX … 六 = 0, 从 而 
PI 对 所 有 有 理 数 t,X, = XX,] = 1. 


再 由 连续 性 , 有 
Ply t, Xr = 四] 一 1]. 
b) 再 证 存在 性 , 仍 使 用 通常 的 迭代 法 . 命 Y= Xo, 并 归纳 地 定义 
{k+l) : - 
V+) = +/ bsY) ds+ f o (s, YdB,, 20. 
如 前 所 证 , 我 们 有 
i (Dy nC? 
Er <s0+r9c? 1 


且 存 在 只 依赖 于 Ct 和 EX2 的 常数 使 得 


2 


























因此 
， 2 (4b8+l 
Et -yi < ,ky20. 
1 伏 十 1 
注意 
sup |Y+Y 一 Yi & sup [ bt (r.Y®) - br YD ) ar 
05! Da sf 
+ sup f [otr, Yt) ~ otr, YD) dB 
[IL 叶 于 贡 二 





则 由 加 不 等 式 {推论 5.9) 和 引 理 7.1, 




















BP | sup YKtD -- Yk) | 之 27 "| 
D5 
P| sup 人 | b (7 ) - 6 (r, YD) dr 
0<sSt 
+P | sup 人 | (9 ) - 人 dm 22 
oxsgt lo 
t 2 
< dT!E 1/ fr 4 ) b(n YY ) dr 
0 
t ! 
十 此 +! 民 / 全 Cr Yt ) 一 本 (7, YD dB 
0 





芝 4k+1 诺 / | (Pr 区 


2 
He Blotr, YI) — otr, YD)| dr. 
0 
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再 由 条 件 (7.13) 及 (7.14)， 
2 
P| sup YD ~ YN > 2 «tC2(1 + | EY — YA-D dr 
人 5 
k 
& tIC21 + »f -dy 
0 昨 
AEE+1l 
< k+l1 23 
< 0 + 
因此 
SP | SU YTD 一 Yi)| 之 2 < o0. 
£1 Dstt 
由 Borel-Cantelli 引 理 知 
P | sup YK+l} - YA 字 zie| =0, 
OE sgt 
从 而 对 几乎 所 有 的 忆 ， 
.1 
YM (wy + (Ke ) 一 9 人] 


收 得 , 记 XX, 为 此 极限 , 则 由 Yn 关于 的 连续 性 可 知 X 的 连续 性 ,另外 由 上 
和 ce 的 连续 性 有 


bt (s, YI) + b(s, Xe), oO (s, YI) (8, Xs), Nn — oO0. 


1 t 
/ [sn ds 一 / bs, Xs)ds, 
0 D 


及 用 控制 收 敏 定理 和 引 理 ?7.1 知 在 L2(P) (从 而 在 几乎 处 处 ) 意义 下 


t + 
| 了 (s Yi] ds 一 / ols, Ks)ds. 
0 0 


因此 XX 满足 SDE (7.12). 口 


于 是 


87.4 一 维 扩 散 过 程 


本 节 中 , 我 们 用 随机 微分 方程 的 方法 讨论 一 维 扩散 过 程 . 
设 了 = [4,7) 为 直线 上 的 一 个 开 区 间 (-oo 《<r oc), 设 olz) 与 b(z} 是 
I 上 的 C1 函数 , 且 对 所 有 rs 了 a?(z) > 0. 则 随机 微分 方程 


| dX = ol XdB: + KX)dt (7.16) 
兴 0 三 z 
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在 爆炸 时 间 e = lm 之 前 有 唯一 解 Xz, 这 里 7 = inf{t : XY 4 [an,bnj} (选取 
an,bn 使 得 Ff < os < <r Ea, 1 Et, ba tr). 

可 以 证 明 在 集合 je < se] 上 , 极 很 Im XF 存在 且 几 乎 处 处 等 于 2 或 * 由 
此 , 在 集合 fe < oo} 上 , 对 + > e, 定义 XXF 为 此 极限 . 若 记 


L ols) Tb 加工 ，ala)= 3o2f (110) 


则 称 (XF):o 为 最 小 工 扩散 . 
唯一 性 
所 谓 唯一 性 , 是 指 此 最 小 工 扩 散 过 程 是 随机 微分 方程 (7.16) 的 唯一 解 , 也 就 


是 说 忆 y[e = oc| = 1, Y¥ 5&7. 下面 我 们 给 出 唯一 性 航 显 式 表 示 . 
间 定 ce 7, 团 





= f sO) rel, (7.18) 
出 a fp) | ay 

v= | om / | za 

Slr) = op -ff 站 dy. (7.19) 


则 易 见 Stx} 是 上 的 严格 增 消 数量 在 了 上 满足 
FSfz) = 0， (7.20) 


事实 上 , 从 [7.20) 容易 解 出 5 的 表达 式 . 
引 理 7.8， 设 u(z) 为 下 列 方程 的 唯一 解 : 


Lutr)} = ur), uo = 1, ve) = 0 (7.21) 


ir) Sur) SS Exp(n{r)), TET, [7.22) 


定理 7.9. 
(1) 车 str--) = rlE+) = oo 则 对 所 有 ED 


Ps[e = ooj = 1， (7.23) 
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(2) 车 n(r 一 ) <o0 或 kl 奸 ) <o0, 则 对 所 有 el， 
ple < 20] > 0. (7.24) 
证 明 [1) 使 用 It6 公式 知 
de tu( XR) = et (Xe)el Xr)dB, 


为 靳 ， 从 而 Doob 和 停止 定理 知 e- 人 ww(Xins)】 是 蔷 让 nn 一 oo 得 到 和 := 
e"tMewu(Xiane) 是 非 负 上 靶 . 从 而 EY EY, = 1. 

车 kfr-) = kt+) = oo, 由 引 理 7.8 知 WwWr-) = wa) = co, 从 而 Pi[e = 
2] =1. 党 则 3K < oc 使 也.[e 所 地 >0, 则 


Jim EY > lim nf eu Xine)dP = oc. 
too 一 [leg] 


这 是 不 可 能 的 ， 
(2) 不 妨 设 kr 一 )<o0 且 cc < 令 #=infft :| =) 则 由 引 理 7.8 知 
E Meu( Krnnne) 是 有 和 界 款 ， 从 而 


uz) = Ele Su Xanae)]. 
让 + 一 2 有 
w(x) = Bele “ur—):, lim, Xi — 7 + Bole "ule), lim, Xt = d}. 
因此 必 有 Ele “im Xe = 中 >0 (从 而 Pile < cao] > 四， 否则 , 如 果 EE,[e: 
Xt 则 
uz) = Ezle Wuto):, lim, X: = | & ute), 

这 与 4 的 单调 性 矛盾 ， 口 
常 返 性 

记 工 = inf{t >0: 二 如 ,y EE 1 扩散 过 程 X 称 为 常 返 的 , 如 果 对 所 有 
ryEl Ph, < ooj = 1 


定理 7.10. 
(1) 如果 830) = -2 且 8r-) = oo, 则 对 每 一 zEf 都 有 


Ple = oo] = 下。 moe 姑 二 | = P, 区 inf XK, = 4 = 1. {7.251 
too too 
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(2) 如 果 S(E4) > -oc 上 自 Sr--) = o0, 则 lim X(t) Para's, 存在 , 且 对 每 一 
ET 都 有 
Pp. 中 从 1 二 | = PP. up tT 





=1. {7.26) 


对 换 与 7; 类 似 的 结论 同样 成 立 . 
(3) 如果 SUEH] > -oo 且 Sr-) < oo, 则 lm X(t) 了 ez-as 存在 ， 且 对 每 一 
ET 都 有 


imX = 二 1 P, hm =r = SS) 
EP, x = 4 一 1 一 正 。 | Xt 一 "| = gr) Set) {7.27) 


更 进一步 , 我 们 有 
定理 7.11， 对 所 有 x TBzfe<eo)=1 当 上 且 仅 当 下 列 情形 之 一 成 立 : 
(fr 一 ) < 0 EB nx(ft} < oc; 
(2) rr < oo S(t) = —%0; 
(3} k(t+)} < St-)= o%. 
定理 7.10 -7.11 的 证 明 可 参考 文献 [35, $6.3|. 
遍历 性 
工 上 的 概率 测度 r 称 为 xX, 的 平稳 分 布 , 如 果 初 始 分 布 Xo ~ r, 则 对 任意 的 
时 刻 上 > 0, 都 有 如 ~ 7, 即 对 工 中 的 任 一 Borel 集 吾 ， 


x(B) = / Rilz, B)r(dz), 


其 中 B(x,B) = Ps[Xte Bl 
设 ffdr) = T(xw)dzx, 即 关于 Lebesgue 测 产 县 有 密度 函数 x({x), 则 


ry) = / prtz,y)r(r) dy, 


其 中 产 (z, 信 是 如 人 ,qd 由 关于 Lebesgue 测度 的 转移 密度 函数 . 
事实 上 , 一 维 扩散 过 程 是 可 配 称 的 , 即 存在 测度 # 使 得 


ra 一 farsa ¥ fg €e 站， {7.28) 
I 7 


从 而 车 jt 站 < oo, 则 可 得 到 平稳 分 布 . 
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po 


满足 (7.28), 其 中 ce 了 任意 . 从 而 车 


Z = 0 exp “2) 4 < 00, {7.29) 
1 ol¥y) c al2) 


1 z b(z) 
"= Fa / 2 
即 为 平稳 分 布 . 因此 扩散 过 程 区 遍历 当 且 仅 当 


oft) = kT) = po dy BX bz) 
ot) = ne) 县 ep / a 
en 
令 L= az 一 + ， 考虑 半 直线 [0, D)(D & oo) 上 的 二 扩散 过 程 . 我 


们 考虑 Neumann 这 办 条 件 的 第 一 特征 值 的 估计 问题 . 假定 efz) > 0 i {7.29) 
定义 的 Z < cc, 其 中 了 = (0, DD). 即 扩散 过 程 X; 是 遍历 的 . 记 C(x) = 启 bfa, 并 
置 


可 以 验证 ， 





则 





< Qo. 


Tldr) = Fors ) explC{z de 


在 L*(r) 上 , 算 子 工 有 平凡 的 特征 值 o = 0, 我 们 感 兴趣 的 是 下 一 个 特征 值 入 
即 所 谓 的 ( 非 平凡 ) 第 一 特征 值 , 对 于 有 限 区 间 (D < oo) 且 系 数 连 续 情 形 , 此 即 
是 特征 方程 Lf = -和 J 对 非常 数 的 『 成 立 的 最 小 的 和 . 一 般 情形 的 A; 由 经 典 的 
变 分 公式 ( 极 小 极 大 定理 } 来 定义 : 


1 = inf{D(f,f) :fe C0,D), a(f) =0, 7(f1) = 让 


这 里 D(f, 了 = fa rr(dr), r{f) = 让 fdr. 
定理 7.12， 令 全 ={f: Fr) 0 rE {0DY, rtf) 2 0). 则 
e-0l®) fP flwec jecta ， 1 
入 ] 六 sup cin, 区 /起 Te . (7.30) 


进一步 , 着 系 数 a 和 二 连续 , 则 (7.30) 中 的 等 式 成 立 ， 
证 明 对 fe 实 , 记 
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令 gE O10,D) 满足 wig) =0, xtg?) = 1. 则 对 任 一 Fe. 实 . 有 
DD 
1= 3 rryr(dwlot) ota) 
¥y 了 2 
= /nr (| sD VP VP ) 
[x 要 了 


y yy 
了 本 rr 本 一 上 
< 1 (dz}r(dy) / g(a? fF (u) du / Plu)du 


(由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 


—C{u) 





一 可 [qq 人 全 ff ea eC 上 m 
人 (de) 次 (Ws 的 alwu) fF'(u) dulf{y} ~ f(2) 
Dn tu) tu 
一 1 2 1 | 
= ort rr 人 rd fa r(dy)l ra 


0 
dy) [f(y) — Fe) 


| 
1/ rdz] 1/ rt - f rardn f rd 
=/ (urdy)- | ad 1/ ‘flr(ay)- | flr)r(dz) / (ey) 
J 人 (rtdy) ( 因 7(f) > 0) 
| 


?flyer 


及 
| Mr(tdy) = a 





此 式 结 合 (7.31) 得 到 
LD 
fags) > 

先 对 gq E CnDirfo 一 0.x(ly) = 1 取 下 确 界 , 再 对 了 < 多 取 上 确 界 站 得 
{7.30). 

和 欲 使 (7.30) 成 为 等 式 ， 需要 更 多 关于 特征 函数 的 知识 ， 可 参考 文献 [13， 
Proposition 6.4 Lemma 6. 引 , 和 8, 定理 1.1 的 证 明 } 和 9. 口 

87.5 补充 与 习题 
1. 直接 计算 积分 : (a) 让 BedB。 (b) 帮 sdB， 
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2, 设 gtw) = BY s>0, 了 在 [0, 自 内 有 有 界 变 差 , 证 明 


1 t 
1/ $dB, = tH, 一 / Bsdo;. 
0 0 


3, 设 0= 刀 < 之 4 二 全 El 夫 tl 命 E = Bo 如 FE 人 fi 
试 证 当 分 划 {ft6,t1,… .tn+1} 的 直径 趋 于 零 时 , 以 概率 1 有 





sup Et) 一 Br| = ,nC 0., 


tl 
但 当 变 动 {6};>1 时 , 和 数 
EY Bo. (Br, 一 了 Bi,} 一 > (0 ™ tx) 
k= 上 二 0 
的 极限 点 可 以 充满 [0,1 
4,， 改 用 对 称 和 ， 
< 二 HH 
2 (Bi,,, Bi, 
允 近 来 定义 随机 积分 , 称 为 5tratonevich 积分 , 记 作 j0” $4 odB. 微分 形式 


所 为 odB,. 试 证 此 时 It6 公式 取 通 常 形式 ,如 了 :及 | x 及 一 及 关于 1 一 
次 连续 可 导 , 关于 x 三 次 连续 可 时, 下 = 下 大) 则 


Bf Bf 
dr 一 床 业 二 Br 口 全 水 1. 


这 种 积分 的 优点 是 对 称 性 , 缺点 是 关于 f 的 条 件 稍 强 .在 具体 计算 时 还 需 
回 到 1té 积分 . 


5, 证 朋 命 是 7.4 中 诸 项 . 
提示 : 由 引 理 7.1 和 命题 7.2 及 第 五 章 习 题 19, 只 需 对 由 为 “阶梯 函数 ”加 
以 证 明 
6. 设 Bi = (Bi,.… ,Bd) 是 d 维 BM, 令 R= |Bi| 是 径 向 过 程 , 则 
d 
nl 
RedR = 》 BidB! + dt. 


i=l 
7. 考虑 如 下 Langevin 方程 : 
dX = odB, ~ bX,dt, 


其 中 o,6 为 常数 . 
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{a) 利用 1té 公式 求解 此 方程 
提示 : 考虑 函数 f(t, 7) = ev 
fb) 给 定 各 =z 来 的 分 机 Pz 小. 
(0) 车 a? =1,b 一 1/32, 证明 lm P(E, 2, .) 是 标准 正 态 分 布 . 


8. 维 定 常数 ,3, 证 明 如 下 线性 人 口 方程 
dN 一 td 吾 ; 十 BNidt, t 之 0 


的 解 是 Yi = Noept+aB 其 中 b= 8 一 a2/2. 
提示 : 考虑 诡 数 f(t, 2) 一 esttox. 


9. 考虑 如 下 非 随机 的 两 个 方程 的 解 . 
(a) 证 明 dx = X2dt, Xo =0 的 唯一 解 为 


1 
有 一 一 ,0 所 + 一 1 
t 1 > 


于 是 当 + 1, 议 : 一 cc {( 焊 炸 ). 
Wh) 证 明 dX = 3X2 qi, Xo = 0 的 解 非 唯 一 . 事实 上 ,Ya > 小 


t— a,ty> a 
x {ta 
0, ti 


都 是 方程 的 解 . 
10. 证 明 dX, = cX7dt 的 解 非 爆 省 当 且 羽 当 7+ > 1. 


11. 设 6e 光 , 令 庆 = 让 $dBs, 则 YA,T>0, 


了 
?| sup |Xi| > | Ee ue/ $ids. 
0 


Dat 人 7 


12. 令 dX 三 Ltt, Xr)dt 十 oilt, XdB,, d¥r 一 Haft, Yedt 十 oatt, YdB, 证 明 
(a) dX? = o1{t, Ke)2dt + 2XdX:; 
(hb) 中 全 一 Xd 十 dX 十 女 } 人 Fi}oalt, Ydt. 


13. 令 = exp(pt + 59B(), po € 及 ,计算 9 
14. 令 了 = eiB:, 则 了 = 外 4iX 人 2 满足 


dX = 3X at ~ XHdBs, dXt = ~3X/ dt + XdB. 
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15，(Gronwall 引 理 ) 设 几 和 了 是 和 ,ceo) 上 的 Borel 非 负 函数 ,满足 
od < e+ { tlds. t>0 
性 
其 中 czn0 为 党 数 . 则 


plt) & cexp / flsyds 





,tt 0. 
{此 引 理 的 最 新 的 推广 见 [48].) 
16, 证 明 如 下 的 一 维 扩散 过 程 非 爆炸 : 
dg = ol Xi1)dBe. 


17. 证 明 : fe€ C2((8,7)) 


d d 
dM({r) dS (7) 








Lf(7) = flz), x € en 


18. 证 骨 引 理 7.8. 
提示 : 先 证 明 (7.21) 等 价 于 


te) 二 1 十 f 如 有 人 了 ulz)dM {z), 


再 用 和 旭 代 法 wlz) = 0.un(x) = 六 d5(z) {VY un_1(2)dM (2), 有 ulx) 


Ti 二 


19. 证 明定 理 7.10. 
提示 : 考虑 45S{ XX,). 
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88.1 Doob-Meyer 分 解 的 唯一 性 


本 节 的 目的 是 为 建立 更 为 一 般 的 随机 积分 和 研究 随机 微分 方程 作 淮 备 . 
设 (多 ,为 概率 空间 , { 史 ,>o 为 上 升 o 域 流 . Doob-Meyer 分 解 定理 
说 的 是 : 每 一 下 蒜 (XX,,.F ,了 P) 必定 可 表 成 : 


Xt = M+ 二， 
其 中 (44, ,, 了) 为 蒜 , 而 {A1) 为 增 过 程 : 
3 to A Ed, aS. 


但 我 们 这 里 只 处 理 一 种 特殊 情形 : 设 (XX, 多 ,,P) 为 著 , 且 右 连续 、 循 序 可 测 ( 简 
称 为 右 循 . 注意 对 于 右 连 续 过 程 , 由 适应 性 可 推出 循序 可 测 ), 则 (2 天 四 为 
下 蒜 , 我 们 要 证 明 形 如 
KX? = M+ 
的 分 解 . 对 于 区 = Bi 的 特殊 情形 , 由 于 B? 一 t 是 瑶 , 因而 我 们 已 有 分 解 : 
Mi= Bt A=t. 


我 们 先 研究 分 解 的 唯一 性 , 随后 再 讨论 分 解 的 存在 性 . 自 此 以 后 , 总 报 定 所 
涉及 的 著 和 下 蒜 为 右 铂 . 下 述 结果 是 一 种 分 部 积分 公式 (又 见 本 章 习 题 1). 


引 理 8.1。 设 (天. 六 14,P) 为 对 ,4 ; |0,0c) x 2 一 限 , 右 特 、a.s. 连续 旦 局 部 有 
界 变 差 { 即 除 一 零 测 集 外 , Ale,w) 在 有 限时 间 区 间 间 , 了 上 的 爹 变 差 AL(T,w) < 
xc) 假如 

|( sup PdI) +|4o))| <o0 YT>0. 


则 (GA 一 局 XsAlds), bo) 是 加 
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证 明 给 定 0<s<+ 和 [EF, 记 wn =s+ (ts), 则 


ElXiA: 一 Xs AsiT)| 
nl 


一 中 工 (Ra 人 ai 一 和 hi 


天 一 恬 
nl 
一 吕 >》 由 (Au x I 4 " (由 拷 性 ) 
大 三 们 
由 于 一 本 右 连 续 ， 划一 三， 县 ,5. 连续 旦 局 部 有 界 变 差 ， 从 而 


1:—1 


i 
SX (ho =” / XsAlds), Pas. 
0 


上 =D 
再 由 所 设 条 件 知 , 此 收敛 实质 上 是 Li(P).。 口 
自 此 以 后 , 对 局 部 有 限 变 差 荔 数 了 , 我 们 以 | 有 I(T) 表 六 限于 [0, 了 上 的 全 变 


引 理 8.2， 设 (Ki, 六 1.) 为 as 连续 扶 . 定义 《一 sup{t 之 0: |XIO < oc}. 则 
以 概率 1 有 Xine = Xo, 上 > 0. 特别 地 ,如 果 对 一 切 0 < s < PX = Xs] = 
则 以 概率 1 ,+ 一 Xs 在 任何 区 间 上 非 有 界 变 差 


证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 Xo = 0 且 Xi 处 处 连续 . 定义 
Ca = sup{t 2 0: XI) < BR}, 
= inf{t 宛 0: |XX|() 之 R} (留心 |X 关于 tt 上 升 )， RR>> 0 
则 ck 为 停 时 且 当 RI1 oo 时 , cr 1C. 由 引 理 8.1 和 Doob 停止 定理 知 
FAGR 
2 一 FF 
Cam / (ds), ti p) 
是 款 . 因而 
ACR 
EX 一 至 [ XX(ds). 
0 
另 一 方面 , 由 于 Xec，a.s. 连续 且 局 部 有 界 变 差 ， 
大 Ks Xld P 
ic = 2 sk (ds)., -a.5, 


由 以 上 两 式 得 出 
Xee =0, Vi20 
一 一 人 te = 0, 0, P-a.s. 


一 一 Kine =0= Xp, 之 由 Pa.s. 
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为 证 明 后 一 断言 , 令 
Xe = Xo Kns 3 站 
我 们 只 需 证 明 ; 对 于 一 切 # > s， 
XI =00, Pas. 


为 此 , 命 
T= sun{u20: Xl) < oo 上 
则 
PUNXH) < o0] = PI > #. 

把 前 一 断言 应用 于 过 程 X, 得 出 

Ea = Xn 并 0, .3. 

-0 在 区 >1 上 ， as 

一 > XX 二 XX, 在 亿 ># 上， 了 .8， 

一 [人 > 直系 了 Ar 一 =0. [0 
推论 8.3. 给 定 (Xejt>0. 则 可 能 除 一 个 零 集 外 , 至 多 只 有 一 个 右 循 (4 使 


(1) 加 三 0, (A1) a.s. 连续 旦 局 部 有 限 变 差 ; 
CO 一 4 多 四 是 鞭 ， 


证 明 假若 有 了 两 个 (4.) 和 (不 ) 满足 上 述 条 件 , 则 应 用 引 理 8.2 于 过 程 {4; 一 出 )ezn 
得 出 
Ai—Ad=A0-A4=0 as ， 口 


88.2 Doob-Meyer 分 解 的 存在 性 


定理 8.4 (Doeob-Meyer]， 设 (多 |，B] 为 as, 连续 (BE) 拷 . 则 存在 F-a.s. 
唯一 的 右 循 (44), 使 得 


{1) Ao 三 0， A 非 减 ， 且 .5. 连续 ， 
{2 (和 一 机, 实 1,P) 是 对 . 
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证 明 唯一 性 见 上 面 的 推论 , 往 证 存在 性 . 不 失 一 般 性 , 可 设 Xo = 0. 定义 停 时 
列 {72) 如 议 : 

nak kK20 (一 Tk < 1) 

Ty 三 0, 信之 


Tl1 一 (inf {1 > 78: sup (Xs 一 站 > 1/n)) A + 1/n) A rr,, 


rsgt 
如 mem, ff20 nzi 
对 nn 使 用 归纳 法 易 见 ， 杰 挟 天 下 关山 大 二 0 而 且 {mc {r+}, Bas， 此 
外 , 由 a.s. 连续 性 知 
ko oc 时 ,moo， pas 
eteTl — |X: — Xr & 1in, 站 0 Pa.s. 
取 序 列 1 oo 使 得 P[ 陀 < n] < 1/n 并 定义 


Kh, 


K, | ， 
一 > Xr (nre, 加 Xeon ), 四 = 2, (Kamp, Xn) 
太志 =D 
容易 验证 下 述 事实 ; 
(a) MM = .40 =0,n2 0 


(人 让 ,多 四 为 a.s. 连续 扶 : 


(ce) A? 0 右 循 , as. 连续 ;如 1 > s+ ln 则 A? < 4?; {注意 车 。 + 属 同一 
| TR) 则 未 必 有 此 增 性 质 .) 


(dj Yn21,0g&tgn weA, :一 [TR > nl, 


Xi = 2 (wm) + Ar (wl. 


往 证 ; 对 任 给 的 了 >0 和 = > 


lim sup P| sup [MP Mm| > a =0. 


m00 nym 
为 此 , 设 n> in 之 了 TT, 并 命 C = TATE AT 有 . 则 


p| sup |M?— Mi | > e 
OgtgT 


所 Pl7R Sm 或 rR 六 | 十 P| sup [MY ~ Mi | 空 a| 
OgtgT 


< 2/m+ EB[(Me ~ MA 
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最 后 一 步 用 到 Doob 不 等 式 ， 定 义 pi = TA oo = AG, 由 于 mm < mL， 
{pn} C {ao}. 由 定义 , 并 注意 到 Cg 7A 和 TE 和 {fps} fce 则 有 


Km 
Me 一 Me = 一 > Xr » (Xeonrp,, — eArr 路- 多 rp (Xcar - Xenre) 
《=0 P= 
二 2 Tp Xs,) - > x (x PT Xo, ) 
= VY os Wo)X, (Xo, , -Xo,) 
,f=0 
>》 Tp py) (oop (Xe 
大 一 0 
一 y、 josws teafXa 一 Xe) (Xs,, 一 和 P-a.s. 
一 0 


由 秉性 知 ， 上述 双重 和 数 各 项 在 L2{P) 中 两 两 正 交 , 因而 


9. 这 0 2 2 
BIOL Oe ) | -下 2 oom (on (Xo, 一 ) (Xs,,, — Xo, ) | 
RF=0 
.1 2 2 
. wa > on lod (Xo,, Xa, ) | 
1 2 2 
-~ 3 (Xo,,, — Xo, ) 
{= 
i 
= 3E(Xe) (由 下 交 性 ) 
1 人 2 
< RE(X) < oo 


这 便 证 得 所 述 断 言 . 
现在 , 让 我 们 使 用 下 述 强 理 业 完成 存在 性 证 明 . 
引 理 8,5， 设 (XX7) 右 循 、a.s. 连续 , 取 值 于 殉 4 即 果 


im SUB P| sup |Xr 一 Xm"| >e| = 0. 
nn Ot 


财 存 在 右 循 、a.s. 连续 的 (Xi) 使 得 


lim sup P| sup, |xr _ X20 =0, T>0, &>0. 
各 有 


Ro npm 
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此 引 理 是 一 种 随机 的 完备 性 , 其 证 明 元 长 , 此 处 从 略 . 详 见 参考 文献 [57, 引 
理 4.3,3]. 
至 此 , 我 们 已 证 得 ; 存在 石 循 、a.s. 连续 的 (23M) 使 得 


lim sup P| sup [MY -Mi 2 a| —0. T>»>0, >»0. 


TT nam hate 


特别 地 , 对 每 -固定 的 +， Mn 三 1M;, 上 述 证 明 实际 上 还 给 出 Mr 时 ,因而 
(ND, 实 1.P) 是 as. 连续 车. 
最 后 , 命 和 = ?一 3 则 本 右 循 , 另 一 方面 , 由 上 面 的 d) 知 ， 


im sup P| sup | 如 -42s|=0, T>0, se>0. 
nzsm Dat 


进而 由 上 面 的 a) 和) 知 
40=0， 机 非 减 ， a.s. 
这 样 , 只 需 取 
40 三 0， A: 一 up (A 一 40)， f > 小， 
便 得 出 所 欲求 者 . 口 


定义 8.6， 记 6? 为 as. 连续 实 了 2() 著 【Xi 因 ,， 四 ) 的 全 体 . 对 于 = (XX) e 
N02， 命 {X) (0) 为 上 述 分 解 定理 中 所 得 到 的 增 过 程 , 称 为 二 次 变 差 过 程 . 
再 命 | 

他 人 -人 Ep. 


并 称 之 为 联合 二 次 变 差 过 程 ， 


引 理 8.7. (X,Y) 右 循 、a.s. 连续 、 局 部 有 界 变 差 , 进而 (X,Y)(T) E LP)， 
T>0. 


证 明 因为 (XY(T) = MT) = Ar = X32 Mr, EIAI(T) = EAr = EX2 < o0. 
从 而 (XY 圭 YT)}eLilP} 口 


$8.3” 变 差 过 程 的 性 质 


定理 8.8， 给 定义 ,YE .46?, 则 (X,Y) 是 as 唯一 的 右 特 、 局 部 有 界 变 差 、a.s. 
连续 的 过 程 , 使 得 {X,Y)(0) 三 0 且 
(XY, — X,Y), P,P) 


为 闭 . 特别 地 , 对 于 XX, 了 Ze . 坟 <, 有 
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(1) (XI = (1X.X), a.s 
(2) 线性 性 : {a 允 十 bY,2) = a(X,2) 二 bY,2),a 
(3) Schwarz 不 等 式 : X,Y)|(T) & (XO)(T)20YY(T) 2 a.s. TE. 罗 (cohi (从 
而 [XY HD) < (0) + (FY))) 

{ Minkowski 不 学 式 : (人 X 二 YY(TY) XY(T)Y2 十 人 HTJ172，a.s. 
证 明 第 一 项 断言 即 是 引 理 8.7. 我 们 只 证 (3), 其 它 断 言 或 由 唯一 性 导出 或 可 类 
似 地 证 明 . 为 此 , 只 需 验证 ， 

[X,Y OD) — (XY) (S| & (XY = XS — (YH) as. 
以 只 和 条 分别 代 替 和 与 荆 , 归结 为 

(XR CAHOON as. 

其 证 明 是 内 积 与 范 数 关系 的 典型 手法 . 由 线性 性 

Og AXEY/Nt = XX EX YY FR As, A20 
得 出 ， 

DO Ss DOOD + TN as 

取 》 使 右 方 最 小 : 32 = (POOLY2 得 出 所 欲 证 者 ， 口 


88.4 随机 积分 
给 定 右 和 钵 、 非 诚 、a.s. 连续 的 4= (41), 记 
Li,.(A,P)}= fe : [0, ecy x 9 一 及 ,循序 可 测量 Ef az4fdty < o0,vT > 叶 
LU 
对 于 给 定 的 式 E. 愉 :ae 瑟 (了 ,我 们 将 证 明 存在 唯一 的 了 : [0,oc) x 9 … 
民 使 得 
(700 =0, Te pe,; 
(2) (Ydt) = a(tX, Ydt), as.vY E .7 


唯一 性 证 明 ”假定 有 两 个 和 三 满足 上 述 条 件 , 则 对 一 切 了 YE .bs (T -了 TY) = 
0，a.s. 特别 地 , 取 丫 = 了 -了 则 全 -=0 a.s. 因而 


ETTY ~ (TY = 下 Mr] + EC ~ TTY = 了 AT = E(Mo) = 0. 


故 1T= 了 as. 口 
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定义 8&.9. 上 述 了 丈 为 a 关于 X 的 1t6 随机 积分 , 记 作 了 = as 生 = 让 cdX. 
与 第 七 章 不 同 , 这 里 是 公理 化 定义 而 非 构造 性 . 
引 理 8.10， 如 14 = omX 存在 , 则 下 [efT)2] = 亚 | /ag(X)(00]. 


0 


证 明 由 条 件 (2) 知 (L,Y) = a(X,Y), YY eV 因而 (1) = afX To 
二 a2(X). 进而 


下 ( / ad) | = EM(T) + EIT, Ty (TY 
7 
-下 / e000)|. 口 


引 理 8.11 (线性 性 ).， 设 a.8e 2.((X),P),asX 和 6,X 奉 在 , 则 (aa 上 +bB)。 
也 存在 且 
ac 十 83 = Grass 与) + BY), tb ER, 


进而 


E| sup ((aeX), ~ (8.X))’| < 二 | 1/ 人 au- ao0 人 | T >0, 


bgt 
证 明 只 证 后 者 . 由 Doob 不 等 式 


E| sup (tax 一 (6.X)o] < 4E[((a,X)r — (BX)r)] 


jt 
了 了 2 
二 抠 (f mx 一 Budx) 
0 


其 中 最 后 一 步 用 到 引 理 8.10， 口 
现在 转 入 研究 随机 积分 的 存在 性 . 我 们 回 到 了 第 七 章 的 构造 性 手法 . 先 看 一 
特 萄 情形 . 


定理 8.12。 对 一 切 a € L2.{(XX),P), a。XX 存在 . 
证 明 先 考虑 简单 的 a: 即 存在 2 1 使 


at 一 Ontjjn: 0. 


88.4 随机 积分 165 











[| 
Tt} = Yon Le -和 | 
上 一介 


k+l 


则 Te .2 此 外 ,着 <s< . 则 


记 
ETOY, ~ Ts) ,| = EI) — Te) (ke — YF 
三 Cn 了 一 (Yt 一 YF ,| 
= onElXY ~ XY ,] 
= El(o(X, Y(t) — (oa{ X,Y 5. 
换言之 ， 
(LY=aXY), as, Ye.g:. 
故 cs。 站 存在 且 等 于 如 上 定义 的 工 . 
今 设 a 有 界 、 绚 序 可 测 且 a.s. 连续 . 取 


at = Cint]in 


划 of 2 oa 而 且 自 前 一 站 理 和 控制 收 伍 定 理 得 出 


t t 2 
a sup (f etn1gX。 -| omdx | 
0stS \ 0 0 


<E |/ an 国 oo 0, no0 





因此 . 可 定义 尺 oudX 为 必 al"'dX, 的 极限. 我 们 有 


t t 
?| SUpP (faax, - /max 
gigT “Jo 0 


f -ot | + 0 n+ 00. 


0 


入 撕 





为 完成 一 般 情形 aeX 的 构造 , 只 需 使 用 如 下 的 遇 近 . 


引 理 8.13。 设 有: [0,00) x 介 一 人 ,00) 非 减 、a.s. 连 续 、 循 序 可 测 征 4(0) 三 0 
给 定 a E 上 2,.(A4,P), 则 存在 有 界 、a.s. 连 续 的 序列 {at"m}} C L2,。(4,P), 使 得 


£3, {A,P 
mt) tinct ] 忆 


证 明 由 于 成 (4, 了 ) 中 的 有 界 元 素 之 集 显 然 在 13..(4,P) 中 秽 , 可 设 a 有 界 


站 
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先 考虑 4, =+ {t > 0 的 简单 情形 . 取 pe Cel0.1) 使 ptt)dt = 1 (Ra 上 


的 软化 于 jp: 


本 | 四 网 < 
0， 如 |z| 六 1， 


其 中 e 为 归 一 化 常数 . 注意 SUPPPA 被 包含 于 中 心 在 原点 的 单位 球 内 }. 把 tk 扩 
充 为 玉 x 中 上 的 函数 : a =0, 如 t<0. 定义 af =m Jo splnsjds ml 盟 


证 at) 即 为 所 求 . 


今 考 虑 一 般 情 形 , 只 需 证 明 : 对 每 了 > 0 和 = > 0, 存在 有 界 、as. 连续 的 


人 E 玫 (4 四 使 
T 
?| / (os — GA)| < a 
0 
给 定 Ts>0, 取 M 贱 >1 使 


TT 2 
| / a A(df); Ar 32 一 1 < (3) . 
0 


To m1 Ss 1M] 





再 取 Ee Cx( 区 ) 使 


命 


peo = fas Atds) + 7() = D-1(t) ( 反 函 数 ) 


(在 D(t) 定义 中 加 + 一 项 是 为 保证 D{t) 严格 上 升 , 从 而 保证 了 反 函 数 的 单调 性 .) 


则 则 {ni}es0 是 有 界 停 时 的 非 减 族 . 置 
多 ， 二 Fi ap 一 Cte): (时 间 变 换 ) 


由 于 8 有 乔 、{ 浓 ,) 循序 可 测 , 因而 由 前 段 知 . 存在 有 界 连续 、( 多 


8 使 


sa) (人 





最 后 , 命 二 = BptyntAi). 则 & 是 有 界 、a.s. 连续 的 L2 .(A,P) 中 元 , 而 且 


下 1/ 区 一 az40dg| 


中 1 (o: — Bpon(Ai) ) Al0) 


| fal- n(A1)) ”A Ao) 
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人 


从 


了 
十 el f (on 一 Br (0) nAs)> Ardt) 
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_ T . 
5 十 中 | / [as 一 Boj plan 
0 


( 因 Qt 二 DD = Onn = Sptn) 
E 2 1 
一 了 rE| | (Fp) Hpin) plan)| 
品 


T+M _ i112 
十 E| / (总 一 Bd 
+0 


17 =e. 口 ] 


88.5 It6 公 式 


下 面 是 比 定理 7.6 更 广 一 些 的 It6 公式 . 


定理 8.14 {1t6 公式 )， 设 号 = (Xb. ME (MM Y :0%) x0 RN 
a.8. 和 连续、 循序 可 测 、 局 部 有 界 变 差 : 


MN 1732 
If = (> alen)’) eLlP), YT>»>0. 
1 


记 2 (X,Y). 则 对 每 jE Co (RM x 及 N), 我 们 有 


MT 

fl27): 120)=5 | Of(20dX (一 阶 导数 关于 区 的 积分 ) 
mM 于 

+ HZ (一 阶 导 数 关于 变 差 过 程 的 积分 ) 


十 二 三 BE F(Z (X', XINdt), a.s 


2 2 


(三 阶 导 玫 关 于 二 次 变 差 过 程 的 积分 , 系数 2 


注 3.15. 当 丫 =0 时 , 布 方 第 二 项 消 此 . 进一步 考虑 Mf = 1 的 决定 性 情形 , 则 
f/f, df 
A(X7) ~ F000) = 人 和 t= f (Xi dX 


这 是 经 典 的 微 积分 基本 公式 , 在 随机 情形 , 多 了 一 个 二 次 变 差 项 (,). 换言之 , 在 
随机 微 积 分 里 ， 随 机 过 程 不 能 只 用 一 阶 微 分 通 近 . 必需 用 到 一 阶 微分 ， 相 应 地 ， 
如 考虑 随机 的 微分 几何 ,只 考虑 一 阶 向 量 场 不 够 , 因 需 要 用 到 二 阶 微分 , 故 也 称 为 
“二 阶 的 微分 几何 *, 而 决定 性 情形 是 “一 阶 的 微分 几何 ” 
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作为 随机 积分 的 基本 会 式 ，it6 公式 有 无 数 的 应 用 ， 妈 举 一 例 ， 设 B = 
(B81,… ,有 中 为 4 维 BM, 则 由 1t6 公式 知 , 对 一 切 fe Ce 了 9 我 们 有 


ftBo) -> 人 drf(B)dB, + -= 1 >- [ed 1(B', Biy(ds). 


2 


(BB =0， i 关 7 {由 独立 性 } 


t t 1 
— ftBo) = 2 人 Xf(B)dB, ri) Af lB,)ds. 


由 此 立 知 , (了 (Br) 一 3 人 1(Bs)ds, 六 1:,P) 是 拷 . 这 是 前 面 曾 提 到 、 但 未 加 证 明 
的 BM” 的 一 种 鞭 刻 画 , 以 后 还 将 给 出 一 种 更 一 般 的 结果 . 

Jt6 公式 的 证 明 记 全 其 让 人 四) = 【Ta :， 工 世 让 入 李 )， 无 妨 设 
tw 对 一 切 we 0 连续 ,而且 fe CP(RN+N)， 给 定 
nn 之 1, 定义 停 时 列 区 如 下 : 


nn 
Tn 三 0, 


Th =inf {> > (ms, (XO XH) vB Zr > ;| 


人 人 十 > AT. 
则 对 一 切 了 > 0 和 w& 人 0, 除 有 限 多 个 大 外 , 案 = 人 因此 
AZT) — Fl2n) = tn 一 天 2R， 

此 处 | 
ZF = (XE YF) := 


Zr 


留意 g{Ym 1) - g(Y2) = ; fe Hg(Y)Yi{dt). 事实 上 , 因 
2 三 


得 出 
DN ta 7 N tz 
ot 9) = | 00 (B= falsen) 
1 j=1 91 


2=1 





- [869 . 








此 处 用 到 Yi 有 界 变 盖 ， 
因此 , 我 们 得 出 下 述 分 解 . 


FUZ8+T — FZk) 


= [F(XEy1 Ye) A 站 十 RD 一 天守 EYE 
A 


= > RZEARX' + 1 区 FJARCKE XK) 
i=1 ,j=1 
Np 
+2, { AXE YYI (dD) + 改 ， 
了 于 下 


此 处 A 生 一 直 7 区 一 ET 小 


MM 
1 A zn 了 nn nitAnnri 
RE =3 2 [FER) - (ZR AR AR 
ij=1 
1 这 四 
于 可 2 [OF (ZIMRX AR — AR(X, XI)), 
tj=1 


“为 (XFL YR) ) 和 (X8, YR) 连 线 上 的 一 个 点 . 
作为 初等 函数 的 随机 积分 , 我 们 有 


5 I 
,fFZRARX' = | Or f (Zn dX, 
k= 0 
此 处 
Fn Zk 如 te [ri): 
"|Zr， 如 + 上 2 
因为 对 + < I0, 了 一致 地 有 Zr 一 Zi, 可 见 


Spft Ff Zr AX EO, 


此 三 站 


另 一 方面 , 恢 照 通常 的 积分 论 ， 


2 FZ dXE. 


i 了 
了 JJARCXE Xi) 二 四 ， | FU Xi)(dt), 


Ma EM 


{oR YD 二 


0 上 


2 09 (ZY i(dt). 


本 
此 
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我 们 只 需 再 证 并 Rr 二 0. 首先 ， 
到 


[BE F(Z2E) — BE AZOAR NAR YI & CUARXDY + (ARXDAIZL - ZL 
< CARXY + (ARXIP]/n. 








因而 
| 和 [(08 1 (28) — 8 1(28)) ARX ARX] | 
上 
< 20'B[|Xr 一 Xol?]/r {由 正 交 性 ) 
一 0. 
与 此 同时 ， 
a0 | | , 2 
|( D051)(ARX ARX! ARC | 
k=0 
= EI(O (ZE ARX ARX? -AR 
k=0 
<Cy EARXIALXI - AR(X', XI))) 
让 三 人 D 


SC El(Agx9: + (ARXI) AR) + (ARCXI))] 


{Schwarz 不 等 式 ) 


名 


< CV EARXN) fr + (ARXI) fn? +ARXOA TARX3An] 


此 一心 
{由 TR 之 定义 ) 
< CS EARX) + (ARXI) + ARX') ARC 和 
在 二 器 
2 As 
< CO" EIARXI)/n [由 蒜 性 、 分 解 } (xx 二 3 CR | 
=0 i=1 
= CEHXr 一 Xol?|/n {由 正 交 性 ) 
一 0， 及 一 DO 口 


88.6 ”局 部 蒜 与 半 识 
至 此 , 我 们 已 经 对 于 平方 可 积 鞍 (X,) 研究 了 如 下 三 个 问题. 


胎 .6 局 部 鞭 与 半 雪 .171. 





{1} Doob-Meyer 分 解 : XX? = MM (其 ) + (局 部 有 限 变 差 ) . 
ft2) 对 于 ac Lz,.((X)), 定义 了 随机 积分 和 随机 微分 . 


(3) It6 公式 ， 即 变量 替换 公式 或 复合 函数 的 微分 公式 : f < CY (RN 久 民 NN), 
2 = X,Y). 


MT el 
(2) = D2)dXE + YS ZY Hd + 3 > OFZ)X', Xa). 


i=1 j=1 ij=1 


但 这 里 的 平方 可 积 性 要 求 太 强 , 我 们 将 它 放宽 . 


定义 8.16， 设 (XX) 右 循 、a.s. 连续 . 如 存在 条 时 列 on 1 0, a.s. 使 得 (XX := 
Xin Jiz0 对 每 固定 的 nn 之 1 是 有 界 装 , 则 称 (Xi)iyo 为 a.s, 连续 局 部 园 . 其 全 
体 记 作 老 e”. 


设 不 E Be, 则 我 们 依然 有 Doob-Meyer 分 解 
X2 == Mi (E00") 十 (X)(t) (依然 局 部 有 界 变 差 ). 


事实 上 , 由 (= MY" +{X"" (4). 我 们 只 需 取 (XX) = sup,,{X"")(t) 即 可 . 由 
此 导出 分 解 的 存在 性 . 仿照 先前 的 证 明 可 证 分 解 唯一 . 然后 , 可 定义 (X,Y 了}). 其 
次 , 对 ae L3,.((X)), 可 定义 随机 积分 最后, ft6 公式 中 的 fe C8” 可 放宽 为 
了 了 三 

让 我 们 转 到 另 一 问题 : 何 种 过 程 对 ( 变 早 替换 ) 运算 封闭 ? 我 们 已 经 知道 : 对 
每 一 个 碟 E. 克 2 有 


(0XD = 了 (XOdXt (局 部 加) + 57"(CXa)(CX)(db (局 部 有 界 变 莽 ) 
右 方 表明 必需 包括 两 部 分 
定 8.17， 称 2 = (2 为 a.s. 连续 半 贰 ,如果 2 有 如 下 分 解 : 2 二 六 十 Y ,其 


中 大 E 2 Y 为 右 循 、a.s, 连续 、 局 部 有 界 变 差 . 我 们 将 as， 和 连续 的 半 款 的 
全 体 记 作 . 史 。 必 。 


注 8.18， 对 于 给 定 的 Z € . 史 . 洛 分解 (X,Y) 是 as， 队 一 的 因此, 可 记 
{2) = 工 . 类 羽 地 , 对 于 给 定 的 Z, QZ 6 . 灾 .. 老 -可 定义 1Z, 2 进而 , 对 于 给 定 
的 满足 下 述 条 件 的 循序 可 测 的 a 


TT TT 
/ of(Z)dD) VY / sjlzrlldb < ao， 了 >D as 
可 定义 随机 积分 


QsdZs = / odxs+ f eddY,. 
0 0 0 
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此 时 .It6 公式 成 为 : 
f(24) — f (Zo) Hf(Zs)d2i+ = ){2i, Ziy{ds), a.s. 
1 2 ;of 
E (FN, fe CRN). 
88.7 多 元 随机 积分 
设 久 = (Xl, XD (XX) = (XX 1 <ij<d). 令 
LD? NX. XY)) -| [10,20c) x Q 一 有 有": 98 循序 可 测 且 
四 
| G0, Xeone 
T 
-了 | /ex Xone 
d + 
一 》 区 
i,1=1 


fa x 





< 00, > 中 


其 中 名 是 如 的 转 置 . 

在 处 理 多 元 情形 时 , 自然 采用 矩阵 和 向 量 写法 . 对 于 不 太 热 悉 这 些 记号 的 读 
者 , 可 自己 改写 成 分 量 的 形式 , 习惯 了 也 就 更 为 自然 . 例如 这 里 的 倒数 第 3 行 的 
内 积 , 倒数 第 2 行 是 其 第 阵 {向 量 ) 乘积 写法, 末 行 即 是 分 量 形式 . 


注意 
GK, XIIG | & [O00 NX Id XI 2 (dt) 


< all + (Xd). 
因 币 ((X,X)) 非 灸 定 。 进而 户 且 (0 是 (dg 之 0，a.s. 对 于 8,8' < 


T 
(0.0) =E| { G(X, Xn 
成 为 [3 .(({X, 关 上 的 内 积 {局 部 , 即 固定 代 }. 


注 8.19， 局 部 地 ，(L2.(Tr((X,X))))” 可 视 为 芒 ,.((X,X)) 的 筒子 空间 事实 
上 , 任 给 6 € [2 (UX,)), 命 绸 (n) = 下 站 (人 则 对 一 切 





cm vpl [XHTY] < oo. 


+ 一 1 


时 | atm Xan 


68.7 多 元 随机 积分 1 





从 而 8(n) E (52 (Tr((X,X)))” 此外. 
| — Btn)l| := (@ — An), dH— Arn)y 
-| 上 CoMaD0 ~ Bem) 
一 和， ?一 oo ( 逐 反 收 做 加 控制 收 襄 定理 ). 
对 于 Be (72.(Tr((X, 六 ))))", 定义 


TT 9 中 
f PdXi 一 | (GdXt) = 》 | PidXi. 
6 0 i .0 


然后 通过 逼近 手续 , 可 定义 出 关于 8 E 已 (大 大))) 的 随机 积分 . 
引 理 8.20。 设 86 Eee 人 人 下 E Lcl((Y 了))), 此 处 
(X,Y) = X,Y: 1 gi gd), 
则 (6, X, np Y dt) = X,Y (dt)m. 
证 明 当 9e iO, XxX), ne (CT Y)))) 时 ， 
4 。 
{X,Y : >(f dX fs ma) = De Cx f dy) 


Fm XE YD = X,Y) 口 


一 般 情形 可 用 极限 过 渡 
命题 8.21， 给 定 9E [2 (((X,X))), 则 BX 是 唯一 的 1E 大? 使 得 
(1 1/ dax ) (dD) = GUX XN WE 
和 


证 明 由 引 理 8.20 知 了 = 让 6dX 满足 上 式 . 唯一 性 的 证 明 要 困难 得 多 . 需 证 每 
一 个 TeE. 磺 ” 有 如 下 表现 


I {tdXY. 
| "itt) 
见 Iketa- Watanabe [35]， 
其 次 , 假设 rc : [0,o0) x 41 一 RN 岛 及 4 稍 序 可 测 且 


< OC, 


z| [ T(r(X, Xano!) 


0 
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则 定义 coX = 此 vedxte(N-)》 为 


( | odx | = | orBdX, aas， we 了 
说 六 3 


这 样 .在 RN 的 标准 正 交 基 {ei} 下 , o。X 可 表 成 


N 


(fron) 0 


1 一 1 


$8.8 ”随机 微分 方程 高 维 情形 ) 


设 g: [0,oc) x RN 一 RN Reb: [0,00) x RY- RN, (B) 为 BM4 我 们 
考虑 如 下 随机 积分 方程 : 


I 了 
三: 了 +/ olt, ZF) dB +/ blt, Zr) df, TT20. 
形式 上 , 2 : 和 ,0} x 全 一 上 R” 可 写成 如 下 形式 的 随机 微分 方程 : 
dZr =o(t,27)dB + b(t, Zr)dt, Hi=7. 
定理 8,22， 假定 对 每 了 > 0, 存在 CIT) < co 使 得 
sup latt, Oas. Yb,0)| 系 人 (人 
Dt 


Te 


sup oli vy) — olt, Ws. v(t, — Bt DI < CIT — yy ER (8.1) 
自立 + 芝 了 了 


(矩阵 4 的 H.S, 范 数 定 义 为 |4 必 ss = 总 9% ), 则 上 述 方 程 的 解 存在 唯 一 . 
证 明 先 证 解 的 存在 性 . 使 用 和 饮 代 法 . 无 护 设 s= 0 z=0. 命 2Z00 = 
1 T 
Z™ = | alt, Zt" 0)dB， +/ blt, 2 DD)dt. 


再 合 
An(T)= sup |2 -2" "NY,  T20. 


Dt 


先 考虑 n= 1 时 An(T) 的 估计 . 以 et 为 表 及 中 的 标准 正 交 基 , 简 记 c = os,0)， 





58.8 ”随机 微分 方程 (高 维 情形 ) .175. 





[os ]- >al(f ee) 


-el fe 





] 


NN T 
一 > zl yh i);d Bi (goerdBe | 
0 


ol fr | 由 BM 的 独立 增 量 性 ) 
52h EL 


ls 


i=l 


留意 车 把 ji olw,e)dB, 写成 (YYN Yi eMi, 则 | 让 odBl = 72 
这 依然 是 下 著 . 从 而 可 直接 应 用 Doob 不 等 式 . 于 是 得 出 
+ 2 i 2 
op, ja [+28| svp, / (btw, 0) du | 
T 2 下 
| ou WdB, 十 2 了 1 了/ bw du 
0 0 


下 
< 亚 | | le Os dt +277C(T) 
0 


& (8 + 27T)C(T)T,. 


EA(T) | < TE 














se| 








类 似 地 ， 


EIAn+aI)] 





swf ott, 2 ~ alt, Zr 1 js 
十 np (b(t, 21™) - ol 2 Pe 
J 
， 工 2 
< @+2n)ctryE | [2 一 
0 


了 
< (8+2T)C(TY 1/ 下 | 入 (tat. 
必 
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于 是 , 由 归纳 法 得 
ElAn(T)’] & K(T)" fn!, 
则 处 KK[ 卫 ) = (8 +2T)C(TY. 因而 


sup E| sup |2(™ — ZI 








nam OgtET 
-1 2 Do 
< sp > Ac < 》 FANAAD) 
n3m f= 二] kA=m+1 
< > (EAT .EAATD)'S 
,Err 十 1 
oo 天 [RN 2]? 
人 
发 sr 十 1 
一 0, mm 0. 


故 存在 右 循 、a.s. 连 综 的 Z, 使 得 对 一 切 了 了 > 小 


E| sup 12: - 2 0， no00, 
OtET 


令 设 方程 有 两 个 解 2 和 2i, 分 别 对 应 于 初 值 > 和 z'、 则 前 面 的 证 明 给 出 
人 AAT} = ,up |e 一 满足 (由 (a+b+c)? < 3(a? 二 可 十 02)) 
T 
EA(TYS] & 31r ~ x + (12 + 3T}TCO(TY / ElA(t)?idt. 
0 
于 是 , 中 Gronwall 引 理 得 出 
EIA{(T)] & 3|z — x’? exp [(12 + 3T)TC(T)?]. 


特别 地 , 当 z = z' 时 导出 唯一 性 口 


注 8.23. 文献 [18| 中 , 将 条 件 (8.1) 放宽 为 如 下 的 非 Lipschits 条 件 下 得 到 过 程 的 
存在 唯一 性 : 对 任意 的 ly 一 川 之 1 满足 


sup | ES Y DO) & CD), 

Dt 和 全 

sup lott py) ott, WEs < CT ~ yl rtly ~ yo), 
县 袜 t 芝 全 


sup blt.9) ~ bl, WI & CT ~ yr(ly’ — I), 
ogtgT 


辕 ,9 Feynman-Kac 公式 等 三 个 数学 工具 - 177 . 





其 中 eeCl0,1) ,有 ) 满足 





今 设 lfz) = a(z), blt,x) = b(z) 与 无关. 考虑 方程 
XT — Ko / ‘Xd, + 1/ dk 
0 站 
其 中 (成 ) 为 BM. 命 


了 
Xr 二 六 TT 一 / 时 fd 所 -2 
0 


(XK, KY = go :1 Bi, yg :二 0 Xi) =: a NA}. 
((X, TD) | ced, { Ca ) CD ~: alX) 
将 Tt6 公式 应 用 于 


则 


T 
F(Xr, Yr)= /Xr+r). Yr= | bXYdt, fe CE(RN) 
0 


得 出 T T 
F(X) ~ F(X0) - / Lf(XD)dt = 1/ V(X ep’, 
此 处 ， 、 
_ i aiffzj85 + 全 Dh) 


4 f € OR ), (FX ~ LF) dy ‘FPF) 是 执 ， 这 建立 了 扩散 过 程 
{ 久 !】 与 二 了 人 分 和 之 各 的 了 家 我 们 将 在 下 一 节 倍 到 这 一 论题 


88.9 Feynman-Kac 公式 等 三 个 数学 工具 


EevnmarrKae 公式 , 随机 时 间 变 换 与 Girsanov 定理 这 三 种 数学 工具 ,万 是 
随机 分 析 的 三 大 “法宝 ”, 有 极其 广泛 的 应 用 . 这 里 , 我 们 限于 较 基础 的 部 分 , 级 
说 明 主 要 想法 . 更 完备 的 结果 , 可 参考 [27，47], 在 本 节 的 最 后 一 部 分 , 我 们 将 应 
用 于 凸 几 柯 ， 给 出 著名 的 Brunn-Minkowski 不 等 式 的 概率 证 明 . 这 提供 了 概率 论 
应 用 于 几何 、 分 析 的 一 个 范例 . 

在 上 节 末 昆 , 我 们 使 用 秆 机 微分 方程 , 构造 了 相应 于 算 子 


] N 
L=3 Yau(r)oF + Dh 


ts 
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的 扩散 过 程 (XX,):yo, 其 中 afz) = (oo")(z). 于 述 结果 给 出 了 抛物 型 方程 解 的 随 
机 表示 . 

定理 8.24 (Feynman-Kac 公式 )， 设 了 Er 轨 (RN $e Co(RN)， 假定 fe 
Co ([0, 2c) x RN) 满足 方程 


oj _ 
人 
JI0, = 由 


f lt, 2) = By [sooem If rc)ds | ,和 


证 明 固定 th > 0， 应 用 It6 会 起 于 冰 数 (t,21,s2) 一 flto 一 sl]es 人 tt < 
tn,z1, 22 CC RN) 得 


+ 
flto— t. Xr) exp / vO)ds| — flto, x) 
0 
+t t 
= | (vf. dR elo YN)dugs + 1/ flto — s Xo Yel VX)duy (xX, )ds 
nh 0 
1 , 
:| (Bf+ 5) (s, Xs)els V(Xwduds 
0 ds 
+ 
= / (Vf dR el Vduds ¢ ty’, (8.2) 
0 
其 中 (XX,) 已 在 上 节 定 义 过 : 
t 
页 ,== XX / MX ds E.R,. 
习 
(8.2) 式 两 边 取 期 望 , 得 
t 
f(to, T) = Es (ie — +, Vi) exp / vCcoaa | 
在 


命 {1 to, 由 初 值 条 件 (0,.) = 由 立 得 所 欲 证 者 . 口 
一 个 简单 得 多 的 情形 是 Dirichlet 边 值 问题 , 设 DD 为 RR 六 的 一 个 有 界 开 集 . 
命 
T=7Ty=int20:B gD. 
定理 3.25， 设 Ew 罗 (8D)， fe C2(RN) 满足 方程 


全 二 在 口内 ， 
flan = 由 





38.9 Feynman-Kac 公式 等 二 个 数学 工具 -179. 


其 中 Per) 是 从 了 出 发 的 BMY、 首 出 区 域 DD 在 边界 3D 上 的 分 布 . 
证 明 出 于 

HL -3 f hf(B)ds 
是 蒜 , 由 Doob 停止 定理 ， 


于 六 工 
HB 3 fds 


亦 然 这样 
fre) = Ralf(B.)] = Elo(B7)| = / Pen 


上 述 责 个 结果 给 出 了 扩散 过 程 与 偏 徽 分 方程 之 间 的 联系 . 其 实 , 两 者 都 是 物 
理 系统 的 刻 通 , 前 者 是 微观 刻画 ,后 者 是 宏观 (平均 } 刻画 . 当然 , 微观 刻画 要 精细 
得 多 、 也 困难 得 多 . 微观 刻画 的 一 个 明显 优点 是 : 例如 上 述 结 果 中 允许 区 域 万 
的 边界 9D 非 规则 , 即 刘 许 非常 粗 获 的 边界 (例如 分 形 集 ), 此 外 , 系数 o,5f 等 
的 条 件 可 进一步 减弱 , 其 光滑 性 要 求 弱 于 通常 的 分 析 条 件 . 这 说 明 为 何 概 率 论 会 
成 为 分 析 学 的 一 种 和 草 机 研究 工具 . 

现在 . 我 们 转 入 本 节 的 第 二 个 论题 一 -随机 时 间 变 换 . 其 实 , 前 面 在 定义 随 
机 积分 时 已 使 用 过 这 种 技巧 (本 章 第 四 节 的 末 段 ). 此 处 再 提供 一 个 例子 . 

我 们 知道 , 对 于 给 定 的 非 线 性 光滑 实 函数 f, 过 程 (f{B,)) ,so 不 再 是 BM. 下 
述 结果 相当 奇妙 , 它 表 明 复 空间 比 实 空 记 有 强 得 多 的 移 | 性 ”， 

我 们 称 B = Bi + vV-18? 为 (标准 ) 复 BM 如 果 (Bi) 和 (B2) 是 相互 独 
立 的 BM. 回忆 复 函数 了 = + viv 称 为 解析 函数 , 如 果 它 可 展开 成 绝对 收敛 
的 罕 级 数 . 等 价 地 ，F 的 实 部 和 虚 部 vw 满足 下 述 的 Cauchy-Riemann 条 件 : 


Ur = Uy Uy = —V,. 
命题 8.26， 设 (Bi)rzo 为 标准 复 BM, f 为 解析 活 数 . 定义 ok 为 方程 
fF riBods =1,t>0 
0 


的 唯一 解 , 则 【J(Bo,))z6 也 是 标准 复 BM. 
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证 明 因为 了 上 的 实 部 x 和 虚 部 " 皆 为 调和 函数 : Ax = 0， Aw = 小 由 Ité 公式 得 
da 再) = tl Bi}dB! + uy( BedB?, 
dv{ Br) = tr{ Be)dB) + vy{ Br)dB2, 
= ~u,(B)dB! + ul Br}dBi. 
这 样 ， ， ， 
(u(B))s = GotB)ye = f 62 +)(Bds= 1/ (Blds, 
‘ul B),v(B) =0, 
得 册 所 需 断 言 . 口 
更 一 般 地 ,如 由 E .内 ( 民 六 ) 满足 
DO<o EGE, 


则 可 定义 随机 时 间 变 摘 zj: 它 是 方程 


Tw (#) ds 
—— tt>0 
| Ds) 


的 唯一 解 . 当 系数 a 一 致 正定 、 有 界 , 8 = 0 时 , 扩散 过 程 (X,) 下 经 随机 变换 
Tp :四 = el 化 为 布朗 运动 . 详 见 参 考 文献 [57, 36.5]. 

对 于 一 般 的 扩散 过 程 (Xi)is0o, 其 算 子 工 的 一 阶 项 的 系数 5 若非 零 , 可 通过 
一 种 测度 变换 将 它 变 成 零 . 这 是 本 节 所 要 讨论 的 第 三 个 主题 一 -- Girsanov 变 换 . 
此 处 上 只 处 理 一 种 特殊 情形 . 

没 卫 <& oc, 令 


97 = {fw ;wo =0, wn 在 上 0,TI 上 连续 }, 多 一 fu :st). 


因为 轨道 as. 连续 , 可 将 标准 BMY 视 为 定义 在 (97, (天 :jicloz) 上 具有 Wiener 
测度 P 的 随机 过 程 (B = wjteodmn: 限于 了 < oo 的 好 处 是 Dr 依 一 致 范 数 构成 
Banach 室 向 . 


以 下 周 定 < oo， 给 定 关于 (0)weln 1 适应 的 、 取 值 于 Rw 的 随机 过 各 
{ur)ield,T), 满足 所 ft < o0, as. A Ep2Zr = 1, 此 处 


Zt = exp - f wadB, 一 > ual ;te [0,Tl. 
恬 
在 窑 r 二 ,可 定义 如 下 测度 迹 换 [Girsanov 变 换 ) 


dQ = Zrdk. 
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t 
B, 一 如， + usds, +t E 00,7. 
3 


定理 8.27 (Girsanov 定理 ), (Be),eo.n 是 定义 在 (F700) 上 的 BMS 搞 
言 之 , 在 地 之 下 ， (B,) 在 T 之 前 的 任何 有 限 维 分 证 重合 于 (B:) 在 下 (Wiener 测 
度 ) 之 下 的 相应 的 有 限 维 分 市 . 


证 明 此 处 只 证 N = 1 情形 , 高 维 情形 留 作 习 题 . 命 


+ 
Tk = inf {: : / dds 入 «| . 
0 


则 由 It6 公式 易 知 {Zin )ieqo.7] 是 正 的 连续 蒜 . 因此 {24)ejo.7] 是 连续 局 部 鞍 . 由 
EZT = 1 知 它 实质 上 是 瑶 . 


为 证 明 有 限 维 分 布 性 质 , 由 于 布朗 运动 的 增 量 独立 、 正 态 , 只 需 对 于 形 如 


m—1 
neon Ee 四 ] 入 j 毛 肪 ， = < tn=T 


i=0 


的 函数 FF 证明 EplF(B)Z7r] = EzF(B). 为 此 , 先 证 明 对 于 每 一 对 s < +{<T) 和 
he 


Eelexplv IA(B, 一 Bs)]h2r] = EplhZr|exp -St 一 
这 可 以 由 It6 公式 导出 : 
Es te -局 ) hzr 
_ {Er Bas frurdr) fi ucdB, -3 [er] 9 zr 
- EplhZr] 一 入 / i eT MB Bot hz] da. 
将 左边 视 为 1 的 函数 , 它 重合 于 右边 第 二 项 的 被 积 函数 , 这 是 一 个 简单 的 积分 方 


程 , 其 解 正 是 我 们 所 求 的 . 
对 于 一 般 的 瑟 , 将 上 述 结果 应 用 于 


_IY A ER - 可 
二 


h = exp 
于 
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im—1 
Ey E | -vV=-i》 NB,,,, - 记 ) ”| 


j=0 
一 Eyp {ee p27 
一 了 EPZ CXD Ce 十 1 一 加] 。 
递 推 下 去 , 最 后 得 到 


m—1 
Ep[F(B) Zr 一 Et 2 }exp 一 5 》， Mtn | 
了 站 


m1 
1 
二 exXp - 3 和 (41 一 中 
了 一 让 
= 了 BrP(B)， 口 


现在 , 我 们 使 用 上 述 结果 , 给 出 一 种 简单 扩散 方程 解 的 变 分 刻画 , 同时 世 为 
研究 下 一 个 论题 作 准 备 . 设 e 为 正常 数 , c,f e Cs(R"), inf f > 0. 考虑 Cauchy 
问题 

ot 2 

v0, x) = f(r), rT € RY". 
经 变换 Y = -g?logv， 玉 = -czlog 帮 化 成 Hamilton-Jacobi-Beltman 方程 的 
Cauchy 问题 


Py 2 1 
(a 一 和 Ai 一 -Cj 1 0,I 七 本 ， 
他 


av 1 2 _o , n 
部 十 alYY| 一 efT] = 可 全 上 > 人 0,TE RR" 
的 ,了 ) = FPF{r), x € R". 


命 Br = +oB, +t), 则 Feynman-Kac 公式 给 出 
t 
ub 1) = tr) = Be {op -CBE + 1/ cf jd | 
0 


此 处 正 为 Wiener 测度 . 

下 述 结果 进一步 给 出 了 wf 的 一 种 变 分 公式 . 
命题 8.28. 以 多 (7) 表示 所 有 有 界 、 循 序 可 测 过 程 (wi)selo,r] 的 全 体 . 假设 
Cc 了 Feocm(R*}. 对 于 每 羡 E 唤 人 命 


h(t) = htt) = f wsds, + € 各, 了， 


Jrclt, Td)= GE Be (care + yesd ) . 
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则 
vc(T, 2) =exp |— inf IF (Tu) ,TT>0,reR". 
uete(T} 
证 明 记 
Ki = RE = Be + halt), t € [0.7l, 
ft t 
Y™ = F(X) + | (co 十 je ds rof usdB,, t € [0, 7]. 
D 0 
对 于 dQ@ = ZixdP, 


1 并 
ZT = CXD | 一 一 一 (us| ds—— | udB, 
arr2 全 op 


和 非 负 多 7 可 测 函 数 上 由 Girsanov 定理 , 我 们 有 


人 区 © 十 2: Q(dw) = 人 efde) 


留意 B7"” 经 变换 Bi = ul wi 十 h(t)jo 成 为 x+o(Bt 寺 h(t)jo) = Bx 十 htt) = 
XN, 得 出 


T 
v(T, rx) = Ep exp | re + / a {Feynman-Kac 公式 ) 
0 


了 了 
= Bo exp 攻 {re 十 | cd 


= Rp exp ad 《由 Q@ 的 定义 ) 
这 样 , 由 Jensen 不 等 式 得 出 
1 
log {Tz) 六 元 面条 


对 于 固定 的 &, 车 ¥, 几乎 处 处 为 常数 , 则 此 不 等 式 成 为 等 式 . 换言之 , 我 们 通过 
选择 Girsanov 定理 中 的 馈 数 让, 使 得 Y? 几乎 处 处 为 常数 ,以 此 来 优化 vw(T, x). 
为 此 , 命 

Ut x) = -VV ~ t, 72), te 0,7. 


则 < 和 FF 的 有 界 光 滑 性 将 保证 UG,.) 的 Lipsehitz 性 . 因此 , 方程 
dN; = Ut, Ki)dt 十 vdB,, tte 0, 了 |， 0=I 
有 维 一 解 , 取 1 = CE LEE [1 那么 


Ni = NX? =I+ Bt h(t) = Be + hntt), 
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与 前 面 所 用 的 记号 ; 一 致 
考 虚 过 程 


+ 1 + 
外人 一 二 三: +| (cm 十 mp) Gs 十 | n.dB,. 
0 0 
则 由 Ha 公式 得 


d= VTE KX) VT ~ tx) (mdt + odB,) 
4 1 
十 AVI 一 t, Xe)dt 十 (ex 十 im df + omd Br 


全 
二 一 末了 人 —t, Xdt 一 (mdt 十 odB.) 
2 
好 


+ AV(T -t Xo)dt + (sxg) 十 jn) di + omdB, 


2 
= VT XD) -VT OP + SAVT -bX) + AX)| a 


=0, a.s.t 世 7T. 


最 后 一 步 是 因为 (7,z) 满足 Hamilton-Jacobi-Bellman 方程 . 这 样 ,cr = Y? 几 
乎 处 处 为 常数 , 上 册 此 并 注意 也 态 usdBs = 0 得 出 所 需 断言 . 口 

现在 转 入 本 节 最 后 一 个 论题 , 即 凸 几何 的 一 个 重要 不 等 式 ， 以 下 设 9 = 
(6 和 CE 要 2 为 一 正 向 量 , 对 于 zo,rl E Rn 令 ze = 加 2 十 让 7 对 于 给 定 的 RR"* 
的 子 集 如 和 4, 记 4 = fr:zogEa4orledi, 也 写成 4e = 的 46 十 由 4 
以 太 ( 必 表 4E. 罗 (n) 的 体积 {Lebesgue 测度 ). 则 著名 的 Brunn-Minkowski 
不 等 式 为 





VAg) > VAo)rW AS, + = 1, Ao, A € .DB(R"). (9.3) 
此 不 等 式 有 若干 等 价 形式 
Va As) > OoVnt Ap} + OV (A ®, {8.4 


(hejlm 2 min{Va( Ao), ValAD}, WW +0 = 1, Ao,Al EBR"). 


这 些 等 价 性 的 证 明 都 不 难 . 例如 说 , 使 用 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 , 可 由 (8.4) 
导出 (8&.3). 反之 , 在 (8.3) 中 取 ho = 保 ( 届 的 和 = VA 则 
其 右 方 等 于 1. 再 取 

) WE 

?AV + (AD Yn 


那么 (8.3) 的 左 方 成 为 





(i 
"AD FAD) (At Val A 
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这 就 得 出 
Va A + A > VAM) + WA). 


最 后 取 40 = 多 4e 和 41 = 外 41, 便 回 到 (8.4). 关于 此 不 等 式 研究 的 丰富 内 容 和 
诸多 新 进展 , 详 见 参考 文献 [22]， 此 不 等 式 之 所 以 成 为 驻 儿 何 的 基本 结果 , 是 因 
为 最 阜 发 现 此 不 等 式 时, 假定 46 和 4 均 为 凸 集 , 那么 46 是 A0 和 A 的 册 组 
hh - 
下 面 , 我 们 需要 用 到 一 种 函数 不 等 式 . 设 D,(i = 0,1) 为 R* 的 子 集 , 00,01 > 
0. 命 ce = G400 十 扣 01. 我 们 考虑 函数 89; : 一 及 人 = 沙 19) 满足 如 下 关系 


Sto(r0) < p070) + Eon), zn € Po, 1 € Dr (8.5) 
下 面 是 这 类 函数 的 三 个 例子 

(0) go0=01, 所 ++ 纪 二 1 

pelre) < opolTo) + Biz) To EE Do, Te D1. 
(2) $j;= 7, B07=0,1,8 

Wolre) & Gopo(ro) + 有 (ri zo € Do, zie Di 
(9 页 =o 如 ,j=0,1,9, 六 满足 

polTe) So(ro) + Hp), To E Do, TI E DI. 

为 验证 后 两 种 情形 , 可 考虑 函数 
af] = Xe+l/oa Do 


它 是 一 阶 正章 次 的 : yoleX,c0) = cya( 和 0), Ye>t 当 a=1 时 , 它 是 凸 的 ， 





入 
2 1 2 
开 ess(7ay = of{a 十 也- “| = 
和 
可 0? 


下 述 结果 是 参考 文献 引 的 主要 定理 . 


定理 SB.29. 设 Op Tl > 0, Cy 和 和 Fs (i 一 0,1,0) 都 是 有 界 连 续 卫 数 ， 并 对 一 其 
Xo, Tl ER" 满足 {8.5), 则 对 于 一 切 ro TI ER" 和 Ao, Al 6 S$(R"), 有 


CA sa 
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其 中 总 月 计 ; Bor 十 ga. 而 
= 本 | 有 (Be 本人 


作为 定理 8.29 的 简单 推论 . 设 刀 + 外 = lo=erl=c 取 co=el=ro= 
0,F= ==0{ 妈 方 三 1), zo = 二 ; 二 0, 得 


Ee? [fat BE”)| > {2 Pa } {Er [ia (B29°)| 四 


当 工 = 1 时 , 此 即 是 


Eh le 8 1z 2 8 
| £ 37dz > 1 a {/ | . 
A "A: 


命 e --， xc, 得 出 第 一 种 形式 的 Brunn-Minkowski 不 等 式 (3.3)， 我 们 注意 , 后 者 
是 前 者 “高 斯 型 ” 不 等 式 的 极限 情形 . 


稍 作 改动 , 假定 (j= 0.1, 人 9 满足 
folre) 2 fofro) tm f(z}, zo, zl E R". 


无 妨 设 f; 有 界 、 严 格 正 , 则 由 定理 8.29 得 出 


folrje az{f i JE 207 So) {fn il)e -| 
Ap -4 


再 傅 一 5: 得 出 Prékopa Leindler 不 等 式 : 


Joees{ 人 ao {fo} 


形式 上 , 这 是 -一 种 反 向 的 Hilder 不 等 起 ， 此 不 等 式 也 等 价 于 Brunn-Minkowski 
不 等 式 , 因此 可 视 为 函数 形式 的 Brunn-Minkowski 不 等 式 . 


定理 8.29 的 证 明 中 先 证 明 wf。 = uf 的 特殊 情形 .使 用 光 靖 函数 逼近 . 无 
录 设 c, 下 € CX%{R*) 给 定 和 EE 窜 ( 人 站 命 好 = 盘古 十 南 丰 :证 XX 一 
如 4 h(t), MY Ber 一 2 十 G 有 和 二 页 Br 十 页 县 1 


Nuiede — Brero 十 hw, 人 (BY 十 hu, ) 十 已 (2 十 Rh ) 


一 on 十 A nit :1 , 
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由 于 oj 和 已 (} =0,1,6) 满足 条 件 (8.5), 使 用 上 述 第 二 个 函数 例子 (6, = 情 
形 )， 取 ;= ul (4 = 0, 1, 8), 得 出 


T 
o A 
8 9 








T 
< ne") + (oC) + hd a 
20 
上 T 
+ | (XP "+ | (as (Xr)} + sul | jd 
2 0 
两 这 取 期 望 Er, 得 
core (T, Ta < Oro oeo (TF, zo, to) 十 et aa 
留意 
-ologvut.(T,7) = inf oJ(t,z,u), (命题 8.28) 
VE ) 
证 得 所 述 断言 . 


b} 现在 证 明 一 般 情形 . 由 Eebesgue 测度 的 内 正则 性 , 对 于 每 BB < . 逢 (RR"), 
存在 紧 集 及 Cc B 使 得 Vi,(B \ K) 任意 小 . 因此 , 无 妨 设 Ao 和 41 为 Rn 的 非 空 
紧 凸 集 . 给 定 es >0, 命 dlr,A)=inffllr-y :ye AlreR",A = {reRr: 
d(x, A) & e}, ba (x) = min{e, d(x, A)}, x € R"™. 骨 命 

pb mir 经 外 
由 二 Op im 中 } tt 


A 
那么 容易 验证 

flo) < S26h, (eo) + a (71), To TL e WR". 
由 已 证 的 &)， 


Bo 机 ro, 
mp, + an 十 Fb em ooo Ff me +h 1717 oe 
vp “人 I0) 之 {2 eo {T, To) Vogt ' (全 ,下 , 


Tq,T1 ER tO m1. 


注意 在 A; 上 , $4, = 0 (在 4s 上 , $ = 0), 而 在 94， > 0 的 区 域 上 , 当 mm 一 oo 
时 , 被 积 淫 数 趋 于 零 ， 这 样 , 先 令 m -， oo, 再 令 < -， 0, 便 得 到 所 需 的 不 等 式 . 

最 后 , 我 们 指出 , 虽然 Brunn-Minkowski 不 等 式 是 一 个 纯粹 的 几何 结果 ,不 
涉及 随机 性 , 但 这 里 所 介绍 的 概率 证 明 并 没有 用 到 多 少 特别 的 六 全 知识 . 
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作为 本 节 的 结束 , 我 们 介绍 Prékopa-Leindler 不 等 式 的 一 种 更 为 直接 的 证 明 
( 取 自 22]). 


定理 8,30 (Prékopa-Leindler 不 等 式 )， 设 和 EO,1), gh 非 负 Lebesgue 可 
积 , 满足 


h(i — Mr +t AA) 2 fr) gy)", ry eR". 


/ h(n)dz > ( 人 | ra ( 人 sds) ， 


证 明 a) 先 证 明 一 维 情形 . 由 齐 次 性 , 可 设 


定义 二 (10 一 了 民 为 满嘴 


LT) tf 
J 
—20 一 中 


的 最 小 数 . 则 和 vw 严格 上 升 , 从 而 几乎 处 处 可 微 , 命 wr) = (1 一 和 u(r) + Xv(r). 
那么 Flu(r}jw'(r) = getrjjwr) = 1, 进而 由 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 ， 
wr) = (1 Maur) + hr) 2 (rn) wr 
= four) go， 
俏 者 flwtr)) 关 0 且 glw(r)) 了 0. 因此 


i 
J uedz > po eh hw{r ur (rdr 
> {su futr) gen) Fr) gw) dr =1, 
其 中 的 第 二 个 不 等 式 是 因为 对 于 一 般 的 增 函 数 ww, 我 们 仅 有 


则 


广 tfr)gqr & wlrz) — wiri) 


而 非 等 式 , 这 相当 于 h 为 单个 区 沁 的 示 性 函数 情形 , 对 于 一 般 的 h, 可 用 简单 函 
数 通 近 ， 

b) 高 维 情形 使 用 归纳 法 .固定 s € 及 , 定义 f, : 了 Rn-1 -10,00), 六 (2) = 
afT,4)，2 E 全" 类似 地 定义 g 积 h,， 这 样 , 如果 s = (1 一 和 go 十 入 81, 
so 81 由, 则 由 假设 条 忻 知 


hl(l — Nr +t Mg) 2 fr) ga(y)*, zy ER" 
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于 是 由 归纳 假设 得 


] 一 入 站 
/ 用 ,dz 六 (f fut ) (f god) . 
各 1 dR ] 苞 * 下 


将 在 方 视 为 s 的 一 元 函数 , 将 右 方 两 项 分 别 视 为 s 和 sl 的 一 元 函数 , 化 为 一 维 
情形 . 因此 由 a) 得 到 


人 hdz -人 (人 arja> (1 ) (Lf ) 


定理 (8.30) 证 明 的 关键 是 引进 “变量 替换 ”u 和 .通过 这 两 个 函数 ,分别 
将 分 布 fdz 和 分 布 gdr 与 均匀 分 布 耦合 在 一 起 . 这 种 方法 也 适用 高 维 的 欧 久 空 
间 , 只 是 要 困难 得 多. 研究 这 种 上 晓 射 的 存在 性 、 正 则 性 以 及 各 种 应 用 , 构成 了 当 
前 偏 微 分 方程 和 同 几 柯 的 一 个 重要 研究 方向 . 

定理 8.30 所 述 的 Prékopa-Leindter 不 等 式 比 之 前 所 证 明 的 要 广 ， 因为 党 前 
要 求 人 9 和 hh 有 界 连续 . 然而 通过 适当 的 逼近 程序 , 可 证 两 者 等 价 . 


88.10 补充 与 习题 
1，( 分 部 积分 公式 ) 经 典 的 公式 如 次 : 设 fg 右 连 续 、 非 减 的 实 函数 则 
b p 
(ob = / flr)dgtr) + 1/ ge -af 


其 证 明 不 难 : 
(f(b) — Fla)) (gtb) — g(a)) 


= foty) + fh ar 


= /ug 人 df(r) + {aft 三 dgty} 


b 
- | Fly)dg(y) - (aleto — g(a)) 


+| idf = g(a = Fa)] 
试 证 随机 情形 的 如 下 分 部 积分 公式 . 给 定 
R= ot A =hy+N+ WtD, 
此 处 (MD), (Ni) € ut, (tn) 和 (WV) 为 连续 有 界 变 差 过 程 , [6 = Vo = 0, 则 


T 了 
| Kam = Xryr Xo f Vax (M,N)T), T 20 
各 [4 


第 八 章 半 团 与 随机 积分 


2， 给 定 停 时 r 和 E . 克 -. 令 


XT 二 Xnr， 上 冯 0{ 停 止 手 r, 即 从 开始 停止 不 动 )， 
Tt0fr 之 前 改 为 常数 霍 ] . 
试 证 : X7, KE- 克 > 且 
X= NAT), CXHO = XN (XIEAT), as. 
提示 : 
(a) 设 上 > 5 则 
EX {Xenar 一 于 中 罗 | 
= Ellrgs Xr Nr — XP + El ss Xtar( Xenr ~ XP |. 
右 方 第 1 项 = X2len -XlrenEl Xl 
= ET) = enr (Nsnr — Xr), a.8. 
右 方 第 2 项 = ssRXias (Xinr — Ni) nr] 
= TrssE [EX (Near — KF tn] Ar] 三 山 号 .8. 
故 (Xtnr (Xinr -Xb, 多 + 四 是 园 . 
fb) 为 计算 ("XX}(), 使 用 
(Xi — Kinr) = Xe ~ Kinr + Kiar (Kinr — Xt). 


.给 定 忒 了 E -2f( 天 小 四 和 停 时 r, 试 证 
(和 7 二 (了 )， 

此 处 《ET YYdt) = ol ){X,Y)(dt)， 其 次 , 命 PK = (和 :0 二 区 
,Fr = oF :0 & 8s &H). 试 证 : X,Y € HP? x $Y), py 可 能 
相差 一 个 P 零 集 , 关于 zz x 多 ; ), P) 所 定义 的 (X,Y) 重合 于 关于 
(( 史 小 到 所 定义 的 (X,Y)， 最 后 , 著 对 某 了 > 0 多 7X 与 站 独立 , 则 
(X.YY) =0,.0gt eT. 
提示 : 因 XY ~ {XX, 了 ) 是 蒜 , 所 以 (XY)" 一 {X,Y)" = XX?Y?T 一 {X,Yy" 也 是 
长. 为 证 XTY 一 {X,Y)" 是 蒜 , 具 需 证 X"(Y 一 Y") 是 拷 . 但 当 t>s 时 ， 

EIXT(Y: — Y)|F,] 

一 RllirgsXr(Yt YY YP,] + HrsaE{ Xi (Yt 加 Yr NF on | 

= Trgsl Xr(Ys 一 了 十 TsaElXr (Yt 一 YS nr lh snr] 

= XY ~ 7), 8.8， 
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4. 给 定式 E. 属 - 和 停 时 sr. 设 7E, 满足 
了 人 人 As< ee 


并 全 ce =: HE 试 证 : ee Lioc( (X),P) 而 且 a。X 存在 并 等 于 TX Le) 
Xe)), 
提示 : 只 证 后 -断言 . 分 三 步 . 
i 设 {121e. 有 :29 -0 则 
{2 了 ;二 0, wv 仁 Me:. 
2 DZ 0 =0= Y=0 
全 (va 


hh) 如 7E 风 出 人 237)ve: 事实 上 ， 


Ei Zrva Tivo — YL, Yeval 到 va 二 ?了 [Zrvoyive 一 42， Yivel¥ ,vol 
一 [Zova Toys 一 (2, 六 wa|， A 
lo 今 取 2Z= 于 7 一 对 ". 则 

XT 一 Xe) 
-MO 

GO XK) YN) = (XY) dt) ~ (X,Y) (dt)) 
= Ion( X,Y)dt) -Ton (X,Y Yd)) 
二 了 本 er 二 Qt， 


8. 给 定居 区- 
(a) 被 积 函数 的 局 部 化 的 积分 等 于 积分 的 局 部 化 . 没 " < 7 为 停 时 , rm E 
Leoet(X),P), 试 证 : feniet € Lee((X),P) 县 


了 六 T 和 TAT TAr 
1/ od 三 | {las yOtd At 一 / cd 一 1/ rd ， 
TiAm 人 0) 站 0 


(bj 随机 积分 之 微分 . 设 3 EL (XD),P), or € [032(XX),P), 试 证 : 


TT +t I 
| ord | Bdxs - 1 adX a 
0 站 0 
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提示 : (a) 中 的 等 式 只 用 到 积分 的 线性 性 . 
T T 
1/ Ten (to dX: = 1/ (aaa 一 Honalt) ) dx 
T 人 
-上 fonwodx — | 了 caasdA 
0 0 


ThT Thr 
三 / dA 一 / Ord Ys. 
D 0 


其 次 对 于 {b), 注意 到 YY < .用 
《Cf “df pdx ),Y ) (dt) = oat 人/ Bax ) (dt) 
= dX, YYdt) = ( | Qu dX,, r) (diy. 


故 由 唯一 性 即 得 断言 . 


6. 设 久 与 o 如 上 . 再 设 YE (er: [0,00) x 人 2 一 RN 人 开 。 满足 类 似 条 
件 . 试 证 : 


{ay) [enald| = f aax + f ry; 


(b) 《 1/ “dX, / rar ) = g(t)((X,Y)}dtjr(t)*, 此 处 


(XY)) = HX YD): 1 gigd ltge) 


fc) 试 证 让 odX 是 唯一 的 Ye (vs)N 使 了 (0)=0 且 











A 和 f | 
( Y| ?| ) ~ | ‘(XX oD) as 
此 处 了 为 单位 方 阵 ; 


(9) 设 了 7: [0,o0) xm 一 了 Mg@RN, 循序 可 测 , o 以 及 rc 都 满足 前 述 条 件 : 


了 了 
| / To(X, Nd) ) | < oo YT > 0, 
D 


人 rtod( f oax) 二 f TodX, .8, 


则 
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{a} 依 定 义 ， 
(8 oh = / (odX, WEN 
I . 


这 样 , 对 Fe 民 *， 


0 Q 
-fll lll 
(8 faxrf rbdy ) -上 eoax + f rodY 
因此 , 只 需 证 
人 加 ‘|! = | agax + {rody 
当 co 各 +8 属于 (L2.)* 的 特殊 情形 时 成 立 , 然后 用 极限 过 渡 得 出 


一 般 情形 . 
(b) 仿 前 面 关 于 (名 斑 ,mmY) 的 证 法 可 证 : 

















(oN, He) = 0((X, Yn. 
现在 , 对 一 切 &e€ RN， 


‘(/ odx, | rdy ) (d+) 
= OX FHADT OD) = Oo XK, YD rT tg. 
取 8 为 有 RY 的 基 , 并 利用 人 9, 局 odX》 可 算出 各 分 量 . 
[c) 先 证 Y= 太 zdX 满足 等 式 , 因为 


大 
Y 


世 | 了 
-| 
于 是 等 式 由 (b) 导出 . 往 证 唯一 性 . 由 上 式 得 出 


(YY XH(dD) = ol (X, XN). 











与 出 分 量 形 式 


t7 XA )= 2 onl) i) (xX, KICdt). 
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但 (i 记 太 dd = 太 介 人 7)(9t)}. 故 有 
kr / mx ) (dt) = aio(t)((X, XH dt)n(E). 
然后 使 用 上 节 的 唯一 性 得 出 
Yi= / ay (tdX. 
进而 
NN anN 本 
Gren = hy - 1/ De: = | (a*(f)0ydX,. 


故 闻 = 让 ott)dX. 


7. 证 明 高 维 的 Girsanov 定理 (定理 8.27 中 N > 1 的 情形 }. 





后 记 


这 里 介绍 … 些 进一步 的 读物 和 本 书 部 分 题材 的 出 处 由 于 本 书 的 多 半 题 材 
都 是 经 典 的 , 我 们 未 能 认真 地 考察 历史 , 给 出 所 有 结果 的 原始 文献 , 而 只 是 给 出 
所 参考 的 书籍 ; 对 于 那些 较 新 的 材料 , 当然 需要 指明 雇用 的 原始 文献 . 

(一 ) 进一步 的 读物 
。 关于 随机 过 程 的 基础 性 读物 , 国内 已 出 版 多 部 优秀 教材 ， 例 如 [60] (也 见 

[61j), f39], [26], [43], [499, 55 中， 和, 34. 此 处 , 我 们 也 列举 几 部 有 代表 性 的 

英文 版 教材 ，|40]，[23], [47}，[38],， [21]， 从 这 些 著作 中 , 读者 不 仅 可 以 找到 

同 … 题 材 的 更 加 丰富 的 内 容 或 不 同 的 处 理 手 法 , 而 且 可 以 找到 不 包含 在 本 

书 之 中 的 更 为 广泛 的 题材 ， 还 有 一 些 结合 工程 、 公 共 服 务 行业 、 医 药 、 牛 

态 、 金 融 、 计 算 机 科学 等 专门 领域 的 随机 过 程 教材 , 因为 为 数 不 少 且 笔 者 

不 完全 热 悉 , 故 不 在 这 里 一 一 列 出 ， 


。 关于 马尔 可 夫 链 或 更 一 般 的 马尔 可 去 跳 过 程 的 现代 理论 ,可 参考 研究 专著 
[62], [29], [30}, (31}, 167], {5], [10], [16], [1], [45]. 


。 关于 随机 分 析 的 现代 理论 , 可 参考 研究 专著 [64], [27], [65], [35], [57]. 


读者 至 少 可 以 浏览 这 些 著 作 申 的 若干 部 或 若干 章节 ， 以 领略 现代 随机 过 程 
理论 新 发 展 的 部 分 景观 . 对 于 有 志 于 研究 随机 过 程 理 论 的 读者 , 则 需要 精读 其 中 
的 一 、 两 部 专著 . 在 下 一 部 分 里 , 还 将 给 出 若干 章节 的 进一步 的 读物 . 


(二 ) 所 用 题材 的 注 记 
先 看 第 一 篇 . 


。$1.1 取 自 (6| 也 见 [11], 注 1.7 所 述 的 对 于 搜索 引擎 的 应 用 , 参见 综述 报告 
(41}. 


s §1.2 和 $1.3 基本 上 取 自 [60], 关于 遍历 性 的 耦合 证 法 取 自 四 和 [49]. 


.i 后 记 








* $4 取 自 5] 和 [10]. 最 小 非 负 解 理论 的 系统 研究 来 自 i291. 
s 91.5 主要 源 目 [39}. 


。 82.1 基本 上 都 是 经 典 的 原始 文献 可 在 辐 , [10], [29j, [49] 或 前 一 部 分 中 所 列 
的 基于 马 氏 链 的 专著 中 找到 . 稍 近 一 些 的 定理 2.9 可 在 问 或 [10] 中 找到 . 


s 82.2 定理 2.12 来 自 85,， 定理 2.14 的 充分 性 属于 Reuter [52]; 必要 性 属于 
[29]; Tweedie 的 结果 来 自 [58]. 关于 遍历 性 , 虽然 9 中 已 处 理 过 一 部 分 , 但 
较 完 整 的 处 理 取 自 [10 


+ 32.3 不 包含 甬 收 态 的 单 生 过 程 在 加 中 已 详细 介绍 过 , 但 其 中 关于 含 吸 收 态 
的 断言 失误 . 此 时 的 完整 处 理 来 自 [7]. 


。 82.4 分 支 过 程 是 许多 教材 都 要 讨论 的 , 但 扩展 的 分 支 过 程 的 研究 则 要 晚 得 
多, 这 里 的 材料 取 自 (15]. 


s 3.1 除去 定理 3.6 而 外 , 本 节 材 料 隘 自 dj. 定理 3.6 属于 [44. 本 节 的 内 容 
可 在 得 或 110] 中 找到 ， 


， $3.2 的 结果 是 陈 木 法 在 一 系列 论文 中 完成 的 . 谱 隐 估计 及 相关 论题 的 醋 究 
是 当前 活跃 的 研究 方向 , 详 见 (11] 和 [59]. 


* 83.3 是 为 初学 者 写 的 通俗 介绍 , 系 初次 发 表 . 


s 84.1 和 多 .2 取材 于 100], 关于 人工 前 o 民 数 天 的 定义 的 详细 分 析 系 初次 发 
表 . 


。54.3 最 优 停止 问题 是 概率 论 的 … 个 重要 分 支 , 有 许多 重要 应 用 , 参见 [36|. 
再 看 第 二 篇 . 


es 85.1 一 85.3 取 自 [1641, 也 见 j2? $5.6 的 第 一 个 例子 取 自 117]. 第 三 个 例子 是 
著 方 法 157] 的 典型 应 用 , 它 的 好 处 是 同时 适用 于 本 书 未 涉及 的 非 时 齐 情形 ， 
这 是 博士 学 位 论文 |?1] 的 主题 . 


， 86.1 - 46.4 基本 取材 于 [60]. 
* 87. 一 条 .3 取材 于 [47| 和 [25]. 


s 87.4 定理 7.9--7.11 取 自 [35. 定理 7.32 源 于 [1 引 . 其 分 析 证 明 取 自 四 ,未 
项 断言 是 由 多 | 得 到 的 改进 增 式 ， 


s 88.1 一 48.8 取材 于 156]， 


后 记 - 17 
$8.9 中 所 述 的 三 种 数学 工具 是 每 一 本 随机 分 析 的 书 中 都 要 讲 到 的 , 命题 5.26 
虽然 简单 , 但 却 是 当前 随机 共 形 理论 研究 的 出 发 点 . 参见 综合 报告 ia. 定 
理 8.29 属于 | 引 . 定理 &30 及 更 多 的 几何 应 用 . 参见 综合 报告 [22j 
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